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Fahrzeugbewegungen in der Kolonne. 
Von A. Reuschel, Wien. 
Mit 6 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Fiir das Fahren in Kolonne soll die Verkehrsvorschrift gelten, daB jedes 
Folgefahrzeug von dem vor ihm fahrenden Wagen stets einen Abstand zu halten hat, der ebenso- 
viele Meter betraigt, wie die augenblickliche Fahrgeschwindigkeit in km/h ausmacht, noch ver- 
mehrt um den Wagenabstand, der fiir die stehende Kolonne vorgeschrieben ist. Unter Zugrunde- 
legung dieser Abstandsvorschrift wird sowohl ein rechnerisches als auch ein zeichnerisches Ver- 
fahren angegeben, wie man aus dem Bewegungsgesetz des Leitfahrzeuges den zeitlichen Bewegungs- 
ablauf jedes Folgewagens ermitteln kann. SchlieBlich wird die Zulissigkeit der erwahnten Ver- 
kehrsvorschrift an Hand des Sonderfalles untersucht, da8 das Leitfahrzeug einer gleichférmig 
fahbrenden Autokolonne plétzlich zum Stehen kommt. 


Summary. For driving in line the traffic-regulations should specify that each car has to have 
from the preceeding car always a distance of so many meters as the instantaneous speed expressed 
in km/h plus the distance prescribed for the cars being at rest. Starting with this distance-re- 
gulation and the motion of the leading car being known, both an analytical and a graphical method 
are indicated, how to find out the variation of the motion of all following cars. Eventually the 
admissibility of the above-mentioned traffic-regulations is examined in the special case of the 
leading car moving with constant speed being stopped suddenly. 


Résumé. Pour la marche en convoi lordre de circulation doit étre tel que chaque véhicule 
se trouve 4 une distance du précédent égale, en métres, 4 la vitesse en km/h, augmentée de la distance 


x 


entre deux véhicules & Varrét. Cette régle étant admise, on peut en déduire, analytiquement 
ou graphiquement, la loi de temps du mouvement de chaque véhicule du convoi, la loi du mouvement 
de la voiture de téte étant supposée connue. Enfin on a examiné dans quelle mesure cet ordre 
de circulation est acceptable dans le cas particulier oti la voiture de téte, roulant avec une vitesse 
uniforme, s’arréte subitement. 


1. Ziel der Arbeit. 


Eine Wagenreihe aus » Fahrzeugen werde durch den ersten Wagen, das Leit- 
fahrzeug, angefithrt; jedes Folgefahrzeug, bis auf das letzte, hat zwei Nachbar- 
fahrzeuge, ein vorderes und ein hinteres. 

Der Abstand zweier Nachbarfahrzeuge sei die GréBe der Liicke zwischen ihnen; 
der Ruheabstand insbesondere sei die Liickenweite zwischen zwei Nachbarfahrzeugen 
der stehenden Kolonne. Eine Entfernung, die ebensoviele Meter betragt wie die 
Fahrgeschwindigkeit des betreffenden Fahrzeuges in Kilometern je Stunde ausmacht, 
nennen wir seinen Tachometerabstand. 

Fiir das Fahren in der Kolonne gelte folgende Abstandsvorschrift: 

Die Liicke vor jedem Folgefahrzeug sei stets die Summe aus seinem 
Ruhe- und Tachometerabstand. 


1 Yur Behandlung dieses Themas wurde ich von Herrn Prof. Dr. Ing. Ludwig Richter, 
Vorstand des Institutes fiir Verbrennungsmotoren und Kraftfahrwesen an der Technischen 
Hochschule Wien, angeregt. 
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Auf Grund dieser Vorschrift wird nun der zeitliche Bewegungsablauf jedes Folge- 
wagens ermittelt, wenn die vorgeschriebenen Ruheabstande, ferner das Bewegungs- 
gesetz des Leitfahrzeuges im betrachteten Zeitabschnitt und die Geschwindigkeiten 
aller Folgefahrzeuge zu Beginn dieses Zeitraumes gegeben sind. Statt dieser Ge- 
schwindigkeiten kann man auch die Fahrliicken zwischen je zwei Nachbarfahrzeugen 
zu Beginn der betrachteten Zeitspanne angeben, da sich aus diesen und den Ruhe- 
abstanden durch die Abstandsvorschrift die Geschwindigkeiten aller Folgefahrzeuge 
fiir den Anfang des betrachteten Zeitabschnittes ergeben. 

Zunachst wird hier der Bewegungsablauf der einzelnen Fahrzeuge fiir eine be- 
liebige Zeit-Weg-Funktion des Leitfahrzeuges allgemein dargestellt. Spater wird die 
zeitliche Abhangigkeit des Leitfahrzeuges als ein beliebiges Polynom angenommen; 
im besonderen wird dabei dem Leitfahrzeug eine gleichformig beschleunigte oder 
verzigerte Bewegung vorgeschrieben. Ein Sonderfall davon ist das Abbremsen der 
Kolonne bei plétzlichem Stillstand des Leitfahrzeuges. Fiir diesen besonderen Fall 
werden die Wege der ersten fiinf Wagen, ihre Geschwindigkeiten und Beschleunigungen 
zeichnerisch dargestellt. 

SchlieBlich werden rechnerische und zeichnerische Naherungslésungen angegeben. 


2. Bezeichnungen. 
Im folgenden ist: 


n...die Gesamtzahl der Fahrzeuge der Kolonne. 
k...die Platznummer des k-ten Kolonnenfahrzeuges. Das Leitfahrzeug hat 
demnach die Platznummer 1 und die Folgefahrzeuge der Reihe nach 
die Nummern 2, 3,...n. 
t...die Zeit, die seit dem Augenblick verstrichen ist, von dem ab wir den 
Bewegungsablauf der Kolonne betrachten. Dieser Augenblick, t = 0, 
wird im allgemeinen nicht mit dem Beginn der Kolonnenfahrt, also dem 
Zeitpunkt des Anfahrens aus der Ruhe, zusammenfallen. 
[,...die Lange des k-ten Fahrzeuges. 
y—1,~7---die Lange des Zwischenraumes, der fiir die ruhende Kolonne zwischen 
dem (k —1)-ten und k-ten Fahrzeug vorgeschrieben ist. Diese Ruhe- 
abstande konnen samtlich gleich lang sein, wenn die Kolonne nur aus 
Fahrzeugen derselben Type besteht. 


Yx (t)...der Weg, der vom k-ten Fahrzeug der Kolonne im Zeitraum 0 bis ¢ zuriick- 
gelegt wurde. Demnach ist 
yx(0) =O (k= 1,2,...7). (1) 


Vx (t) = Yn (t) = dy; (t)/dt ... die Geschwindigkeit des k-ten Fahrzeuges zur Zeit t. 
Veo = Vx (0) = yz’ (0)... die Geschwindigkeit des k-ten Fahrzeuges zur Zeit ¢ = 0. 
b;, (t) = yx" (t) = @ y,;, (t)/d? ... die Beschleunigung des k-ten Fahrzeuges zur Zeit t. 
Dino = 5; (0) = y;’ (0)... die Beschleunigung des k-ten Fahrzeuges zur Zeit t = 0. 
q° Yx (t)...der Tachometerabstand zwischen dem k-ten und (k — 1)-ten Wagen 
zur Zeit t. 
q* zo... der Tachometerabstand, der dem k-ten Wagen zur Zeit t = 0 entspricht. 
Wird der Weg in km, die Zeit in h und die Geschwindigkeit in km/h gemessen, 
so betragt zur Zeit ¢ der Tachometerabstand des k-ten Wagens 0,001 y,’ (f) km. In 
diesem Falle ist also q = 0,001 h. . 
Wird die Lange in m, die Zeit in sek und die Geschwindigkeit in m/s gemessen, 
so gehort (da 1 m/s = 3,6 km/h) zum k-ten Wagen zur Zeit t ein Tachometerabstand 
von 3,6 y;' (t)m. Der Tachometerabstand betragt daher 3,6 mal soviel Meter wie die 
Geschwindigkeit in m/s ausmacht. Demnach hat man jetzt fiir g = 3,6 sek zu setzen. 
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3. Die Differentialgleichung fiir die Bewegung eines Folgefahrzeuges 
in Abhangigkeit von der Zeit-Weg-Funktion des vorderen Nachbar- 
wagens. 


Nach der angefiihrten Abstandsvorschrift ergibt sich die Fahrliicke zwischen 
dem (& —1)-ten und k-ten Fahrzeug in jedem Augenblick der Fahrt, indem man 
den Ruheabstand a,_,,;, um den Tachometerabstand vergroBert, der jeweils dem 
k-ten Fahrzeug entspricht. Der Abstand? der beiden Fahrzeuge zur Zeit ¢ betragt 
somit 

Oy —1.e +9° Yn (é). 

Zur Zeit t = 0 ist demnach dieser Abstand 


Ay 1,4 + 9° Vico 

Wir betrachten nun die Stellen, an denen sich der (& — 1)-te und der k-te Wagen 
zur Zeit t = 0 und zu irgend einem anderen Zeitpunkt ¢ befinden (Abb. 1). 

Die Strecke zwischen dem vorderen 
Ende des k-ten Fahrzeuges zur Zeit t = 0 Fahrtrichtung 
und dem hinteren Ende des (k —1)-ten = "8 zur Zeitt-0 Kolonne zur Zeit t 
Fahrzeuges zur Zeit ¢148t sich dann in HM) 24-94 * 9 Yel 
zweifacher Weise darstellen. Sie ergibt sich 
einerseits als Summe aus der vom k-ten 
Wagen in der Zeit ¢ zuriickgelegten Weg- 
strecke y; (¢) und der Fahrliicke a, _,,;, + 
+q:y; (t) zwischen dem (& — 1)-ten und 
k-ten Wagen zur Zeit t. Anderseits aber 
ist sie auch gleich der Summe aus dem Abstand a, _1,, + 4° Vo der beiden betrachte- 
ten Nachbarfahrzeuge zur Zeit t= 0 und dem Weg y,_, (t), der vom (k — 1)-ten 
Wagen in der Zeit ¢ durchlaufen wurde. 

Daraus erhalt man die Gleichung 

Yu (t) + Oe -1e + O° Yn (t) = eae + 9° Veo + Yu-1 (t) 
q° x (1) + Yu (t) = Ye-1() 19° %0 (kK = 2, 3,... 0), (2) 
die zufolge (1) fiir ¢ = 0 identisch erfiillt ist. 

Die Differentialgleichung (2) fiir die Zeit-Weg-Funktion y;, (¢) des k-ten Fahr- 
zeuges ist von erster Ordnung, linear und inhomogen mit y;_, (t) +4: Vxo als 
Storungsfunktion. Die Koeffizienten der unbekannten Funktion und ihrer Ableitungen 
sind Konstante. Die Fahrzeuglangen und die Ruheabstande kommen weder in der 
Differentialgleichung (2) noch in ihrer Lésung vor. 

Die Integrationskonstante in der allgemeinen Lésung der Differentialgleichung (2) 
148t sich daraus ermitteln, da8 fiir ¢ = 0 zufolge Gl. (1) der Weg y; (0) = 0 ist, oder 
daB die Geschwindigkeit y,' (¢) fiir ¢ = 0 den vorgegebenen Wert vz» hat (Anfangs- 
bedingung fiir den Weg oder fiir die Geschwindigkeit). 

Die Differentialgleichungen (2) fiir k = 2,3,..:n bilden ein sehr einfaches 
System von » — 1 gekoppelten linearen Differentialgleichungen erster Ordnung mit 
konstanten Koeffizienten fiir die n — 1 unbekannten Funktionen y, (t), y3 (t), . - - Yn (@)- 


4p 9g Yl 
Abb. 1. Lage zweier Fahrzeuge zu Beginn und 
am Ende des Zeitraumes 0 <-> t. 


oder 


2 In dieser Arbeit wird als Abstand des (& — 1)-ten und k-ten Wagens der zwischen beiden 
Fahrzeugen liegende Zwischenraum bezeichnet. Den ,,Abstand‘‘ zweier Fahrzeuge kénnte man 
aber auch als die Entfernung der beiden vorderen oder hinteren Fahrzeugenden oder der beiden 
Fahrzeugmitten definieren. Wiirde man diese Abstandsdefinitionen beniitzen, so wirde man 
beispielsweise fiir den ,, Ruheabstand“ des (& — 1)-ten und k-ten Fahrzeuges an Stelle von a;,_,, ; 
der Reihe nach die Ausdriicke a,_1,, + Lp_v %~1,~ + Dy, und ay _1, , + (Le_1 + Ly)/2 er- 
halten. Wenn die beiden Fahrzeuge verschieden lang sind, liefern diese Ausdriicke fir den ,,Ab- 
stand‘ der Fahrzeuge drei verschiedene Werte. 

13* 
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Die erste Gleichung dieses Systems liefert das Zeit-Weg-Gesetz yp (t) des zweiten 
Fahrzeuges. Daraus kann man dann mittels der zweiten Differentialgleichung des 
Systems das Bewegungsgesetz ys, (#) des dritten Wagens und durch Fortsetzung dieses 
Verfahrens kann man schlieBlich aus der letzten Differentialgleichung des Systems 
das Bewegungsgesetz y, (t) fiir den n-ten Wagen finden. Will man auf dem hier 
angegebenen Weg das Bewegungsgesetz des r-ten Wagens ermitteln, so muf man 
zuvor die Zeit-Weg-Gesetze fiir alle zwischen ihm und dem Leitfahrzeug befindlichen 
Wagen berechnen. 


4. Die Differentialgleichung und die Zeit-Weg-Funktion ftir die Be- 
wegung eines Folgefahrzeuges in Abhangigkeit von der Zeit-Weg- 
Funktion des Leitfahrzeuges. 


Um das Bewegungsgesetz fiir das r-te Fahrzeug unmittelbar aufzufinden, wird 
die Differentialgleichung (2) umgeformt. 

FaBt man y;’ (t) = dy; (t)/dt als symbolisches Produkt des Differentialoperators d/dt 
und der Funktion y; (¢) auf, so 14Bt sich die linke Seite der Differentialgleichung (2) 
als symbolisches Produkt des Differentialoperators 


D=1+q:d/dt (3) 

und der Funktion y; (¢) schreiben. Man erhalt so an Stelle von (2) 
(1 + -q- d/dt) y, 0) = Yn-1) + 49° Uno (4a) 
oa D ys (t) = Yura) +9 Pro (4b) 


Schreibt man nun die Gl. (4b) der Reihe nach ftir * = 2,3,4,...r—I,r an 
so ergeben sich die 7 — 1 Differentialgleichungen 


D| Dy(th ="w() +4°%20, 
D Dys(t) = Ys( +> Uo; 
D D yg (t) = Ys (t) Td* Vso, 


Oe ee a, nei ot ese, (ecole (ei Ves fe) 0: peu ce! te! ee) (0, e 'e) a) 8) 6) fe ie) eo Swe 


Dg D y, (t) = Yr-1(t) + 1° Yro- 
Wir lassen nun die erste Differentialgleichung des Systems (5) ungeaindert und 
wenden auf die zweite Differentialgleichung den Operator D = 1 + q-d/dt, auf die 
dritte den Operator D? = (1 + q: d/dt)? usw. und schlieBlich auf die letzte Zeile den 
Operator D’—? = (1 + q-d/dt)"—* an. Die auf die einzelnen Gleichungen des 
Systems (5) anzuwendenden Operatoren finden sich links von diesem Gleichungs- 
system angegeben. 
Da die Ableitung einer Konstanten Null ist, so ergibt die emmalige und somit 
auch die wiederholte Anwendung des Operators D auf eine Konstante wieder dieselbe 
Konstante. Ubt man daher den Operator D* auf die Konstante ¢: v;,5,) aus, so wird 


sie dadurch nicht geaindert. Beachtet man dies, so geht das Gleichungssystem (5) 
tuber in 


D yz (t) = 1 (t) T° Vaos 
D? y; (t) = Dy, (t) rT dI* Uso, 
Dy, (t) = Dy; (é) 1G One, 


Din 2 Yr -1 (¢) = Dr* Yr —2 (¢) eG Up — 4. 09 
ae Yr (t) = Dt 2 yeas) T° Uro: 
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Addiert man die Gl. (6) und 1a8t man die Glieder weg, welche zugleich links und 
rechts vorkommen, so erhalt man 


ty, (t) = 91 1) + 9° (20 4 CE ts carrey Ur) (r = 2, oy. + 1) (7a) 


oder 


(1 + q- d/dt)—1 y, (t) = yy (t) + 9° (Uso + ¥s9 +--- 4 Uro)s (7b) 


und wenn man auf die symbolische Potenz des Differentialoperators den binomischen 
Lehrsatz anwendet, schlieBlich ausgeschrieben 


wr O+(T )a-w OFZ Ye HO +... +971 yl? ) = 


= Uilt irieG-(Ua9 “i Veo. cre Oro) (7c) 
als die Differentialgleichung fiir das Zeit-Weg-Gesetz des r-ten Wagens (r = 2, 
3,...). Sie gilt fiir jede beliebig vorgegebene Bewegung des Leitfahrzeuges und 
ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung (r — 1)-ter Ordnung mit konstanten 
Koeffizienten fiir die unbekannte Zeit-Weg-Funktion y, (t). Die Storungsfunktion 
auf der rechten Seite der Differentialgleichung (7) setzt sich dabei additiv aus dem 
in der Zeit ¢ zurtickgelegten Weg des Leitfahrzeuges und den Tachometerabstanden 
aller Folgefahrzeuge einschlieSlich des r-ten im Zeitpunkt ¢ = 0 zusammen. 
Die zugehérige homogene Differentialgleichung ist 
D1, (t) = 0 (8a) 
oder 
(1 +: djdty—1 », (t) = 0 (8b) 
mit der unbekannten Funktion 7, (t). 
Der Ansatz 7, (t) = e*! fiihrt auf die Gleichung (r — 1)-ten Grades 


(l + gay? = (9) 
mit der (r — 1)-fachen Wurzel 4 = — l1/q. 
Die allgemeine Liésung der homogenen Differentialgleichung (8) ist 
Nr (t) = e- t/a - (Crow Ops hae Cha clei chan ee ts Opes bina”) (10a) 
oder 
[De 
te (i= e405 24. (10b) 
i=0 
Setzen wir 
12 
fr (t) = Cro + Cpt + Cpg°P +... + Cera? ee) Crab, (11) 
so ist 
Nr (t) = e744: f, (t). (10c) 
Ist g, (¢) eine beliebige partikulare Lésung der Differentialgleichung (7), so gilt 
B’—19, (t) = Yr (t) + 4° (20 + Ys0 +--+ + Yo) (12a) 
oder 
I, (t) oe re 4 4 Ir’ (t) oi es ") g? Ge (t) aT er Spa qr ga -®) (t) = 
= Ub) (Vogt Usogi ~<a ene) (12b) 


Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung (7) setzt sich additiv 
aus der partikularen Losung g, (¢) und der allgemeinen Losung der zugehorigen homo- 
genen Differentialgleichung (8) zusammen. Die allgemeine Lésung der inhomogenen 
Differentialgleichung (7) hat somit die Gestalt 

(AV 


y, (t) = et f, (t) + 9, @) =e 2 C,,-# + g (2). (13) 


4=0 
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Die Storungsfunktion der Differentialgleichung (7) ist die Summe aus der Zeit- 
Weg-Funktion y, (¢) des Leitfahrzeuges und der Konstanten * (Yao + Uso + - ++ + Ur a 
Die partikulare Lésung einer linearen Differentialgleichung, die zu einer Summe von 
zwei Storungsfunktionen gehort, ist gleich der Summe der partikulaéren Lésungen, 
die zu den einzelnen Storungsfunktionen fiir sich gehoren. 

Ist p, (¢) eine partikulare Lésung, die der Storungsfunktion y, (¢) entspricht, so gilt 


D1 p, (t) = 1 (0) (14a) 
oder ausfiihrlich © 


p+ (Tap O+(g')e a" +... +97 pl ) =m. (14d) 


Weil die Anwendung des Differentialoperators "1 auf eine Konstante wieder 
diese Konstante ergibt, so gehort zu einer Konstanten als Stérungsfunktion eine 
partikulare Lésung, die mit dieser Konstanten iibereinstimmt. Daher kann man 
die partikulare Losung der Differentialgleichung (7) in der Gestalt ansetzen 

Gr (t) = Pr (t) +H (V20 + V30 +--+ + M0): (15) 

Da man in einer partikularen Lésung einer inhomogenen linearen Differential- 
gleichung solche Glieder, die schon der zugehérigen homogenen Differentialgleichung 
geniigen, ohne weiteres weglassen kann, so kann man voraussetzen, da8 p, (t) und 
damit auch g, (¢) kein Glied enthalt, welches schon in der Lésung der homogenen 


Differentialgleichung (8) vorkommt. . 
Als allgemeine Lésung der Differentialgleichung (7) erhalt man somit den Ausdruck 


Yr (t) = e- 44: f, (t) + Dy (t) + 4° (Yoo + Uso + --- + %0)- (16) 
Darin ist f, (t) durch (11) und », (t) durch (14) definiert. Die allgemeine Lésung 
von (7) enthalt r — 1 vorlaufig noch willkirliche Integrationskonstante C, 9, C,,, . 
C,.,—9. Diese haben wir so zu bestimmen, daB die Gl. (1) fir # = 2,3,...r erfiillt 
ist. Demnach stehen uns zur Bestimmung der r —1 Integrationskonstanten auch 
r —1 Gleichungen zur Verfiigung. Um diese Gleichungen aufstellen zu koénnen, 
brauchen wir zunachst ein Verfahren, das uns aus der Zeit-Weg-Funktion y, (¢) des 
r-ten Fahrzeuges die Zeit-Weg-Funktion fiir irgend einen zwischen ihm und dem 
Leitfahrzeug befindlichen Wagen herzuleiten gestattet. 


5. Die Ermittlung der Integrationskonstanten mit Hilfe der Anfangs- 
bedingungen. — Die Zeit-Weg-Funktion eines Folgefahrzeuges bei 
beliebig vorgegebener Bewegung des Leitfahrzeuges. 


Die Zeit-Weg-Funktion y,_; (¢) fiir irgend einen zwischen dem Leitfahrzeug und 
dem r-ten Fahrzeug befindlichen Wagen sei gefunden. Demnath bedeutet 7 einen 


der Werte 1, 2,...7 — 2. Wir betrachten aus der gegebenen Kolonne die geschlossene 
Gruppe von hintereinander fahrenden Fahrzeugen mit den Wagennummern 
r—t, r—tt+l]l r—i1+2,...47r. 


Diese Wagen bewegen sich ebenso wie die Fahrzeuge einer selbstandigen (neuen) 
Kolonne mit derselben Abstandsvorschrift wie frither und mit der Numerierung 


128) iS eee 


fiir welche y,_,(t) die Zeit-Weg-Funktion des neuen Leitfahrzeuges ist und 
Ur —i+1,0) Ur—it+2,0-++Uro die Geschwindigkeiten der Folgefahrzeuge der neuen 
Kolonne zur Zeit t = 0 sind. Fiir das (i + 1)-te Fahrzeug der neuen Kolonne mu 
sich daher wieder die Zeit-Weg-Funktion y, (t) ergeben. 

Durch sinngemaBe Anwendung. von (7) findet man daher, daB die Austibung 
des Differentialoperators Dp’ auf die Zeit-Weg-Funktion y, (t) des (i + 1)-ten Fahr- 
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zeuges der neuen Kolonne gleich ist der Zeit-Weg-Funktion y,_; (t) des neuen Leit- 
fahrzeuges vermehrt um die Summe q: (v, 41,9 + U—is9.0 feee + Uo) der Tacho- 
meterabstande zur Zeit t = 0 fiir alle Folgefahrzeuge der neuen Kolonne einschlieBlich 
des (4 + 1)-ten. 
Ks ist also? 
D Yr (t) = Yr. (t) + @° (M ~i41.0 Bro peson ae Orit ae raed) (17) 
oder 
Yr -4 (t) = D Yr (t) oO de (Ui 41,0 ae Ur i +2,0 a acs . si Vr 9) (18) 
(¢=1,2,...r —2). 
Diese Gleichung zeigt, wie man aus der Zeit-Weg-Funktion y, (¢) des r-ten Fahrzeuges 
die Zeit-Weg-Funktion fiir dasjenige Fahrzeug finden kann, das eine um 7 (i = 1, 
2,...7 — 2) kleinere Platznummer hat. Die Gl. (18) ist fiir «= 1 mit der Gl. (4), 
fir 7 =r —1 hingegen mit der Gl. (7) identisch. 
Wendet man den Operator D auf die Funktion (10) an, so erhalt man 


Dle-%- f, (t)] = (1 + q- d/dt) [e-%- f, (t)] = q- e-%- 7,’ (t). (19) 
Daher ergibt die Anwendung des Operators p' auf die Funktion (10): 
D [emt f, ()] = g- ett 7, (, (20) 


Setzen wir nun in (18) fiir y,(t) die gefundene Losung (16) der inhomogenen 
Differentialgleichung (7) ein und beachten wir dabei die Formel (20), so bekommen wir 


Y, 2 (t) = Gen Ht 7, (0) + Dip, (1) + 9° (Wag + Us0 ee ~ FOr 4.0) (21) 
Wi=a0. ay gar Ss 2); 
die auch ftir 7 = 0 gilt, da sich dann die Gl. (16) ergibt.* 
Der Ausdruck 


fe (t) = tl gs Cee + eas PAC teas Ue ae (GR Oa i ar a a i 


4% [ ETE Is CG Noah oe (22) 
hat fiir t = 0 den Wert 
Gf, (0) = iL gis Ope. (23) 
Fir ¢ = 0 liefert daher (21) wegen y,_,(0) = 0 die Gleichung: 
O=1¢- Ce + Dp, kao + 9° (Yeo + Uso +--+ + Ur—ao)s (24) 


aus der man C,; wegen 7! g' + 0 berechnen kann.° 


8 Die Gl. (17) kann man auch erhalten, wenn man vom Gleichungssystem (5) bloB die 
letzten i (i = 1,2,...r— 2) Gleichungen 


D° i ait: (t) = y, _; (t) + 92 Up eat, 0 


DY Dy, 542 (t) = Yraigi () + 1° Ur _s42,0 
a) 8 .@' hae | ‘oa D 16) 8) @ sess. 16:6 me? © 18.6 G: O20, Ole) Ore, 66) a 0 a) ‘a 68) 8, One Be 
pase | Dy, (t) =Yrilt) +495 Yo 
beniitzt, auf diese der Reihe nach die Operatoren D°, D',... Di—1 ausiibt und die auf diese Weise 


entstehenden neuen Gleichungen addiert. ps RC 
4 Da® auch die Gl. (18) fir 1 = 0 besteht, erkennt man, wenn man sie In die Gestalt setzt 
ab) —— DIY, (ty * (p71, 0 =“ Opey ese ce a = Ung FF Up aa, 0) +O Ur 4a, oO 


528 | A - Dt auf die Funktion p, (t) 

5 Den Wert von [0% p, (t)],_ 9 erhalt man, wenn man den Operator * 
anwendet und den Wert der a erhaltenen Funktion an der Stelle t = 0 berechnet. Zum Unter- 
schied davon ist Dt p, (0) =p, (0), da sich der Wert der Konstanten p, (0) nicht andert, wenn 


auf sie der Operator J+ ausgetbt wird. 
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Ks ist 


= (Veg a9 es Opie) — [Ot pe OWS fe 0; 1, 2, Pr 2 
Or = us itgi fikk ees at eine (202) 


oder ausfiihrlich geschrieben: 


Q (Pay + Po0 F< + Op, 0) + Pr (0) + (4) a> 29" (0) + (5) Po Be” (0) +--+ a 72 0) 


eae il qi 
. (25b) 
Insbesondere ist 
Cro = — |G" Woo + Ye0 F* .: + Oo) — 2 OL = — G2) (7 = 2,3,...). (26) 
Wir haben die Werte C,; auf Grund der Bedingung 
af (OVO) NK ar see, (27) 


berechnet. Mit Beriicksichtigung dieser Bedingung ergibt sich dann aus der Gl. (2), 
wenn man fiir t = 0 setzt, 
Ue (OVS Ogg Ue a ee oe tye (28) 
Es sind also damit auch die Anfangsbedingungen fiir die Geschwindigkeiten erfillt. 
Hatten wir die C,; umgekehrt mit Hilfe der Bedingungen (28) bestimmt, so ware 
zufolge der Gl. (2) 
Yr (O) =r (0), (bie 2} Dyin aay 


Yr (0) = Yr—1 (0) = Yr—2 (0) = --- = Yo (0) = ys (0) = 0. 
Da aber y, (0) = 0 ist, so sind damit auch die Anfangsbedingungen (27) fiir die zurtick- 
gelegten Wege erfiillt. 
Mit Hilfe von (16) und (25) erhalt man fiir die Zeit-Weg-Funktion des r-ten Fahr- 
zeuges : 


oder 


Yr (t) = Pr (t) + 9° (V20 + 30 +--+. + Yo) — 
_e-ta. pk (V29 + 50 + - «+ Op —i,0) + 1D’ Dr Qheeo ne 3 (29) 


| iS 4! qi | 
Zur Beurteilung der Bewegung einer Wagenkolonne benotigt man auch den Ge- 
schwindigkeits- und Beschleunigungsverlauf der einzelnen Fahrzeuge. 


Differenziert man die Differentialgleichung (7) fiir die Zeit-Weg-Funktion des 
r-ten Wagens nach #, so entsteht die Differentialgleichung 


D0, (t) == tat) 1 eee) (30) 
fir den Geschwindigkeitsverlauf des r-ten Wagens. 
Kine weitere Differentiation nach ¢ liefert schlieBlich die Differentialgleichung 


D1 be (t= Oy I(t). sede cee ee) (31) 
fir die Beschleunigung des r-ten Fahrzeuges. 
Da die Differentialgleichungen (30) und (31) die gleiche Bauart haben wie die 
Differentialgleichung (7), so ergeben sich demnach auch ihre Lésungen auf demselben 
Wege, auf dem die Lésung von (7) gefunden wurde. 


Bildet man die erste und zweite Ableitung der Gl. (14) nach ¢, so erhalt man die 
Gleichungen 


Dr—* p,’ (t) = % (t) (32) 
und 


Di tap (t) = by (t), (33) 
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die besagen: Ist p, (t) eine partikulare Lésung der Differentialgleichung (7), so ist 
py (t) eine partikulare Losung von (30) und p,” (t) eine partikulare Lésung von (31). 

Demnach bekommt man auf dem Wege zur Lésung der Differentialgleichung (30) 
an Stelle von (11), (16), (18) und (21) die Gleichungen 


r—2 
Pr (t) =L,o+10,14°t + lyeot@ + tae ted ten Peete dows fh, (34) 
4=0 
Uy (t) = e- 44 - wp, (t) + p,’ (t), (35) 
Vr: (t) = Div, (t) («= 0,1, 2,...r —2) (36) 
und 
Ope (t) = gis e- 44 -y© (t) +. Dp,’ (t) (6 = 0, 152). 6 r— 2). (37) 


Beachtet man die Festsetzung v,_;(0) = v,_;,9, so liefert die GI. (S77 Jun.) == () 
den Wert 


(38) 


Demnach ergibt sich fiir den Geschwindigkeitsverlauf des r-ten Fahrzeuges die 
Funktion 


T., = 2-10 — Pr’ Ohi=o t= 0,1, 2,.0..r—2 
ie i! qi (= Ome dt : 


r—2 


v, (1) = pr! (t) + ete 3) "10 IF Pr hao, F (39) 


a! % 
i=0 q 


Auf die gleiche Weise erhalt man fiir die Beschleunigung des r-ten Fahrzeuges 
als Funktion der Zeit den Ausdruck 
2, 
be (0) = Dp," 8) pier D) Senta Pe see. 2 (40a) 


u! t 
41=0 q 


Differenziert man die Gl. (2) nach ¢ und setzt dann darin t = 0, so findet man 


Demnach ist 


Ur 4-1, 0 — Ur—i, 0 (41) 


womit die Gi. (40a) die Gestalt bekommt 


V4 os j 
b,. (t) =p," (t) Meee - e-tla a: Upest, OS ae ntl 0 ae [D'p,’ (t)]4—0 ‘ t 
q 


Z L! 
j=0 ut 


Die Formeln (39) und (40) erhalt man auch, wenn man (29) einmal bzw. zweimal 
nach ¢ differenziert. Man gelangt auf diesem Wege am leichtesten zum Ziel, wenn 
man die Gl. (29) zunachst Glied fiir Glied anschreibt, dann die Differentiationen durch- 
fiihrt und hinterher fiir eine kurze Schreibweise wieder das Summenzeichen beniitzt. 


6. Ein weiterer Weg zur Ermittlung der Integrationskonstanten. 
Die allgemeine Lésung der zu (7) analogen Differentialgleichung 
Dr-*-1 y, _ 5 (t) = Ys (t) + 9° (20 + Ms0 + +++ 1 Ur-s,0) (42) 
fiir die Zeit-Weg-Funktion des (r —1)-ten Fahrzeuges hat nach (16) die Gestalt 
Yr (t) = e-4- f,_, (0) + Pre) + 9°, (C20 +30 +--+ + Ur-s0)- (43) 
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Dabei ist entsprechend (11) 


1 = Cre vee Cretae © or eee Cae tears (44) 
wahrend p,_; (t) eine partikulare Losung der Differentialgleichung 
Dy, (=n (45) 
ist. Dabei setzen wir wieder voraus, daB p,_, (t) kein Glied von der Gestalt 
eid, PP exten NAsenir Oe cee (46) 


enthalt, also kein Glied enthalt, das schon in e~“%- f,_; (¢) vorkommt. 

Wir vergleichen nun die beiden fiir y, _; (t) aufgestellten Ausdriicke (21) und (48) 
miteinander, die in dem Glied q: (¥2) + Vg +... + U,-<,0) tbereinstimmen und 
stellen zunachst fest, da die mit e~”” multiplizierten Polynome (22) und (44) beide 
denselben Grad r —1— 2 in ¢t haben. 

Beachtet man die Beziehung (14), so erkennt man, daB auch der Ausdruck D* p, (¢) 
in Gl. (21) wegen 

Dr‘! (Dp, (t)) = B* p, (t) = 1 (47) 


eine partikulare Loésung der Differentialgleichung (45) ist. Nur wird es zum Unter- 
schied von p,_, (é) nicht immer zutreffen, daB die partikulare Lésung Di‘ p, (t) kein 
Glied von der Bauart (46) enthalt, wie sie in gq‘: e~“%- f, (t) vorkommen. 

Fiir den Fall aber, daB Dp‘ p, (t) nicht nur — wie bereits vorausgesetzt — fiir 1 = 0, 
sondern auch fiir jeden anderen médglichen Wert von 7 (2 = 1, 2,...r—2) kein 
Glied von der Gestalt (46) enthalt, daB also die Voraussetzung besteht: 


»kein Glied von Dp, (t) («= 0,1,2,...r—2) hat die Gestalt (46),“ (48) 


lassen sich die Integrationskonstanten C’,; noch auf einem anderen Wege berechnen. 
Unter dieser Voraussetzung kénnen wir namlich die rechten Seiten von (21) und (43) 
gliedweise einander gleichsetzen. Es ist dann 


gq: f- (t) = fr-«() (49) 


D’ p, (t) = pr ~; (¢). (50) 

Die Gl. (49) besagt, dai dann die Ausdriicke (22) und (44) Glied fiir Glied mit- 

einander tibereinstimmen. Da dies insbesondere fiir die von ¢ freien Glieder der Fall 
sein mu, so gilt 


und 


a! q' Y OBE = Oe (51) 
und somit ist 
SC pers ee 
Crp ere (= OF), 2.254 — 2). (52) 
Mit dieser Formel wird also die Berechnung der GroBen O,, (i = 0,1, 2,...r— 2) 


auf die Berechnung der Gréf8en C,_;,9 (r —i = 2,3,...7r) zuriickgefiihrt. Beriick- 
sichtigt man schlieBlich noch GI. (26), so ist 


Gy sie Ds (0) _ = Yo + so +--+: oh Yr — 4,0) = Pr—s (0) 


itg’ ing (53) 

Differenziert man (50) einmal bzw. zweimal nach ¢ und setzt dann t = 0, so erhalt man 
vo [D’ p," (t)]t 0 = Pr 1’ (0) (54a) 
[D’ p,”" (t)]t=-0 = Pr—:” (0). (54 b) 


Damit nehmen die Gl. (29), (39) und (40) die Gestalt an: 
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Ye (t) = Prt) +. 9° (Yao. + Yo +---- + Uno) —e7  - 


. Sy (Y29 of U30 oe pasis + Vr —i, o) a Pri (0) : en (55) 
REA av! gq’ 
r—2 é 
i r—t iF jae 0 t 
Ur (t) =), (t) shpat Uri, 0 . ( ) : e (56) 
iy 1 fiat 0 Ur 6 (0 t® 
b,. (t) = p, (t) ae ts - e—tla * Up —i, 0 Ur a + 9° Pr—i” (9) : ee (57) 


7. Die Zeit-Weg-Funktion des Leitfahrzeuges ist ein Polynom. 


Die Voraussetzung (48) ist immer erfiillt, wenn y, (¢) ein Polynom in ¢ ist. 

Wenn die Stérungsfunktion y, (t) der Differentialgleichung (14) ein Polynom 
in ¢ ist, so ist es naheliegend fiir eine partikulare Lisung >, (t) dieser Differential- 
gleichung gleichfalis ein Polynom in ¢t mit zunachst noch unbekannten Koeffizienten 
anzusetzen. Da nach Gl. (3) bei Anwendung des Operators D auf ein Polynom der 
Grad erhalten bleibt, so gilt dies auch fiir den Operator D’—1. Somit muB8 in Gl. (14) 
das Polynom p,(t) — und zwar fiir jedes r — denselben Grad haben wie das 
Polynom y, (¢) auf der rechten Seite. Ubrigens erkennt man unmittelbar, da® fiir 
ein Polynom p, (¢) die linke Seite von (14b) denselben Grad hat wie ihr erstes 
Glied p, (f) und da daher dieser Grad mit dem Grad der rechten Seite, also mit der 
Gradzahl des Polynoms y, (¢) ttbereinstimmen muB8. 

y, (£) sei nun ein Polynom s-ten Grades in ¢, das in Gestalt der Maclaurinschen 
Reihe (Taylorschen Reihe mit der Entwicklungsstelle 0) gegeben sei: 


, a (8) (0) 
Yy (t) = nO) t | nt t2 + ioe + YW s ) ts. (58) 


Mit y, (¢) ist, wie eben gezeigt wurde, auch p, (¢t) ein Polynom s-ten Grades in f¢, 
das wir gleichfalls als Maclaurinsche Entwicklung ansetzen wollen: 


, a 0 a (0) 
Pr (t) =p, (0) PEO gp Pe opp Pe Oy, (59) 


s! 

Zur Ermittlung der partikularen Loésung p, (¢) setzen wir die Ausdriicke (58) 
und (59) in die Differentialgleichung (14) ein und vergleichen dann auf beiden Seiten 
der so entstehenden Gleichung die Koeffizienten gleich hoher Potenzen von ¢. Da- 
durch erhalten wir das folgende System von s + 1 linearen Gleichungen fiir die s + 1 
unbekannten Groen p, (0), p,’ (0), p," (0), . . «pr (0): 


peFD (0) + ("7") a+ pe (0) = ws (0) 
pie? (0) + ("ZTa- pee? 0) + ("Z) FP.) = - (0) 
pr (0) +(75 ae (Oh Uo) BP (0) eo oe ; (60) 


oe eee eee 
SRCR Oho GaGa Creo Cote ONO Olay tO. CR eC ae Cian iat yer wn wert fem 
CA iy OL CCW CE RCI WTC ir ge ey TRC GCN shot Yet ant De Yer) RC Yat Pett TS 2 


faa 
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Wir kénnen nun aus der ersten Gleichung p, (0), dann mit Hilfe dieses Wertes 
aus der zweiten Gleichung p,@—2 (0) usw. und schlieBlich aus der letzten Glei- 
chung , (0) eindeutig berechnen. Bisher haben wir blo& die eindeutige Auflésbarkeit 
dieses Gleichungssystems festgestellt. Wir wollen nun die unbekannte GroBe p, (0) 
unmittelbar berechnen und benutzen dazu die ersten s —7 + l Gleichungen des 
Gleichungssystems. Um aus diesen Gleichungen die Unbekannten pete (0); 
p,i+2 (0),...p, (0) zu eliminieren, lassen wir die letzte der verwendeten 


s —i-+1 Gleichungen ungedndert und multiplizieren die vorletzte mit — es =) q, 
die zweitvorletzte mit Gi gq, die drittvorletzte mit — ce *) g usw. und schlieBlich 


die erste Gleichung mit (— 1)! (’ % es g. Addieren wir dann die so entstehenden 


s—i-+I1neuen Gleichungen, so verschwinden in der Summe die Koeffizienten 
VOID. OMRON A: pO): 

Um zu erkennen, daB diese Koeffizienten tatsaichlich Null sind, beachten wir etwa, 
daB sich diese Zahlen auch einstellen, wenn man die Potenzreihen der beiden rezi- 
proken Ausdriicke 


(Vayever + (yee ye) eae Greg eres (61) 


und 
(1 ey—-4= (1 + HP e—Y = 1— ("7 t+ (es yaaa) 


deren Produkt gleich 1 ist, miteimander multipliziert. 

Die Koeffizienten der Produktreihe kann man am einfachsten erhalten, wenn man 
etwa die erste Potenzreihe nach fallenden, die zweite hingegen nach steigenden Potenzen 
ordnet und die Koeffizienten auf je einem Papierstreifen anschreibt. Man bringt 
nun den zweiten Papierstreifen in eine solche Stellung, da8B seine Zahlen senkrecht 
unter denen des ersten Papierstreifens stehen: 


ame toy 30) Eiets (Ie ie ate ie as ad 


Multipliziert man nun jede Zahl des ersten Streifens mit der darunterstehenden 
des zweiten Streifens und addiert diese Produkte, so erhalt man einen Koeffizienten 
der Produktreihe. Stellt man durch Entlangschieben der beiden Streifen alle még- 
lichen Gegentiberstellungen ihrer Zahlen her, so erhalt man die simtlichen Koeffizienten 
der Produktreihe. Da das Produkt der beiden Potenzreihen die Zahl 1 ergeben muB, 
so hat die Summe der Produkte gegeniiberstehender Zahlen der beiden Streifen, 
wenn der rechte Kinser des ersten Streifens iiber dem linken Hinser des zweiten Streifens 
steht, den Wert 1, fiir alle anderen Gegeniiberstellungen aber den Wert 0. 

In Ubereinstimmung damit hat in der Summe der mit den angegebenen Zahlen 
multiplizierten ersten s —i + 1 Gleichungen des Systems (60) bloB der Koeffizient 
von p, (0) den Wert 1, wahrend die Koeffizienten von p,“* (0), p,@+2 (0), 
p,® (0) durchwegs verschwinden. 
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Als Ergebnis erhalt man demnach 
p (0) = y, (0) — cay q- yy*) (0) + il \e - y,@+2) (0) — ees ' q+ y,%+3) (0) +. 
seer Deas NT vio lar ct 940). (63) 


Beniitzt man bei dem obigen Vorgang alle s + 1 Gleichungen des Systems (60), 
so ist 7 = 0 und es ergibt sich mit Riicksicht auf y, (0) = 0 fiir p, (0) der Wert 


Pr (0) = —(" 7 *) g- yn’ (0) + (5) a+ yu” (0) —(" $1) 8 ye’ (0) +. + 
eee bel wh. an) Gt 4,040). (64) 
Weiters bekommt man fiir 7 = 1 und i = 2 die Werte 


Pr’ (0) = yx’ (0) — ("7 *) a= m0" (0) + (3) s’” (0) — 


(hat ye (Oye vee FE ya (E87 8) gra vy iio (0) ay 
und 
Be’ (0) = yx" (0) — ("4 *) a> va’ (0) + (5) 9% mnt (0) —[" "a2 w¥ (0) +... 
Beat) ar tte oral aia a? (0). (66) 


Der Ausdruck (63) fiir p, (0) ist eine Funktion von r und gilt fiir jeden Wert 
von r. Man erhalt daher p,_,; (0), p,_,’ (0) und p,_,”’ (0), wenn man in (64), (65) 
und (66) r durch r —17 ersetzt. Beniitzt man die Festsetzung y,' (0) = v4), und die 
Identitat 


r—i—l 


Gre lags oe Pr —i.0) —| l )- 9-10 = 9" [20 — M0) + 


+ (sq — V9) +--+: + (4.0 — %10)] = TD (0 — V1 9); (67) 
j= 


ferner noch die Gl. (58), so nehmen die Formeln (53), (26), (55), (56) und (57) fir 
den Fall, daB das Zeit-Weg-Gesetz y, (t) des Leitfahrzeuges ein Polynom s-ten Grades 
in ¢ ist, die Gestalt an: 


C,,;=— [2° (20 Ua gai ees eee ey eeae tie eed Greg, (0) 
Sle ew Ot... + eae F957 7) at x (fara, (088) 


om = —|0: Se poe Moco gl Pe 910) Ug) ae”) Pine 
(He (FETE?) ge yi (0)] /it a, (68b) 
Geen nh certo) tC re Be © + 
+ cas yn” (0 part tt 9 nee (69a) 
Ono = —4 2 te — = %0) (3) yx” (0) + (7 $7) a w1'” (0) =... 


v= (H ("FT 4 7) a 2 (0), (69) 
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yr (t) = Ys (t) +.4° (M20 + Ys0 +--+ 1 Yo) ("S )a: eve + (5) a4” (0) — 
ye ys OF cnt CaO Wier veteran 


ECT Ye w+ (ew OF emt es 
yh @) ete ew OES. FIle Se) G0) 
yy (0) ee ae ——— ee gq: yx (0): &-1 — et Sq: (Wao 4 


+ 39 +... + Uy 3,0) — ("~~ 3) q* 0 + eee, Pege Ole 
SN eee a OR eral ges ees are 


dabei sind die Konstanten in der ersten Zeile der Formel (70) gleich — C,,, ferner 


v(t) = 0, (0) — ("7 )a- 91” (0) + (5) an” 0) —.-. 
avalaek Peo nore ee yi (0) + I— (eg ae Oy tea 


1 = 
ef (Hy 8 (Sg) ta O) ta ae een) as eee 


ys (0) #2 + ete Ps lero — to + (4 gt "7 (0) — 
me (Say ate a). Ge ae 
und. 
bh —("T aw" @ +..-+(— 2 ("T85 4) g? 


1 be 1 
UO) a deere asia (’ 1 cl EN OE ae rel SU cb 


6; Or 9,6 Uy 61,0 0 BNO) oo eae YO) hae 


i=0 


Ty Ae manid Cabs ay mar ue vc ve: 


Der Fall, daB y, (t) ein Polynom ist, hat dadurch erhéhte praktische Bedeutung, 
da man jede beliebig vorgegebene Zeit-Weg-Funktion y, (¢), wenigstens innerhalb 
gewisser Zeitabschnitte, mit jedem gewiinschten Grad der Genauigkeit naherungs- 
weise durch eine endliche Potenzreihe ersetzen kann. 


8. Das Bewegungsgesetz fiir ein Folgefahrzeug bei Annahme einer 
gleichformig beschleunigten oder verzoégerten Bewegung des Leit- 
fahrzeuges. 


Wir wollen nun annehmen, da die Bewegung (Anfahren und Abbremsen) des 
Leitfahrzeuges mit konstanter Beschleunigung oder Verzégerung 6, erfolgen soll. 
Dann ist 


b; (t) = yx" (t) = 6, (konstant). (73) 
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Da das Leitfahrzeug zur Zeit t = 0 die Geschwindigkeit y,' (0) = v,, besitzt, so 
erhalt man durch Integrieren von (73) fiir die Geschwindigkeit des Leitfahrzeuges 


VY (t) = yx ©) = b,-t + ro. (74) 
Unter Beriicksichtigung der Festsetzung (1) findet man aus (74) durch eine weitere 


Integration nach ¢ fiir die Zeit-Weg-Funktion eines gleichformig beschleunigten oder 
verzogerten Leitfahrzeuges den Ausdruck 


1 
y(t) = 9 Dy Oe pO get: (75) 
Das Polynom (75) entsteht aus (58), wenn wir 
y1" (0) = 6, und y, (0) = y," (0) =... = y, (0) = 0 (76) 


setzen. Wir erhalten demnach auch die gewiinschten Ergebnisse, wenn wir diese 
besonderen Werte in die Formeln des vorangehenden Abschnittes einsetzen. 

Damit wir an die Formeln (55) bis (57) anschlieBen kénnen, beniitzen wir fiir die 
partikulare Lésung der Differentialgleichung (14) den Ansatz 


Pe rye ee hr, ele iy (77) 


und setzen die quadratischen Polynome (75) und (77) in (14b) ein. 
Wir erhalten 


Pr (0) + py’ (0) “f= abe (0) “Bb (n= 1) q° Tp, (0) + pp,” (0) og oe 
+ (7 y ) at pe (0) = 5 br P+ rot , (78) 


Vergleicht man die Koeffizienten gleichhoher Potenzen von ¢ auf beiden Seiten 
von (78), so bekommt man die Gleichungen 


Pr’ (0) = by, 
pr (0) + (r —1)q° Dp,” (0) = Mo, (79) 
ge (0) +(e = 1).9- 8, (0) +" 9) Ap” (0) = 0, 


und iibereinstimmend mit den Formeln (64) bis (66) 


Pr" (0) = by, 
Pr (9)'= e-— (r —1) ¢° by, . (80) 
Br (0) = —(r —1) 9° %o + (§)Q?- bs. | 
Die gesuchte partikulare Lésung lautet somit 
1 
p, 1) = —(t —1) 4° M10 + (5) q- bs Sh gor (ea Ags Ot cage e (81) 


Da die Formeln (80) und (81) fiir jeden Wert von r gelten, so erhalt man, wenn 
man darin r durch r —‘ ersetzt, die Groen p, _;’’ (0), p,_,’ (0), p,_; (0) und p, _, (4), 
welche in die Gl. (55) bis (57) einzusetzen sind. 

Ubereinstimmend mit den Ergebnissen (68) und (72) ist nun 


G+ (Yap + Yao + +++ + 4,0) — (9 —8— 1) gO + ("GD *) aby 


v 


Ce esis , (82a) 
ae ilg 
4-3 (%jo— V0) + er ‘ gb, 


S. 


C, i om 


P= 0 2). PS 2 (82b) 
i! q° (PN Bro. o1g 0 : 
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Cro = — 4° ro + %50 +--+ + %e) + —1)q-%o—() Pb, (83a) 


Cro = 9-2 0) — (5) 4? b1, (83b) 


Yr t) = (5 br P + r0°t) +9 Ore i Ue obtuse Snel (7 1) qd: %yo+ 


Yi) q+ 1 —@ A) gb, 
eg hine me A) se Pag shakeela apes 
ate oe q (P29 F Ys0 tO ae he) : u Yd 10 | 2 a : - |(s4a) 
=O i! q 
1 rT 
te) = (FOr: B + r0°t} + 9-8 Oo — M0) +6) Fb —@ Nab t— 
r—2, os, 
gL’ (%j9 — ae of (sp ‘\e “by xi (84b) 
—tiq. text 5 
e— 4a pH Fi ee 
Uy (t) = (61° & + 2%) (7 ig* Dyce 
r—2, - 4 
+ e—ta eos Vo 4 t== Wqeibee Z (85) 
, ! q 
d 
of 1 ne a +q:6 c 
b,. (t) = b, ae = r—t, 0 roisk ote | 91 x : (86) 


Wenn die Kolonne vor dem betrachteten Zeitabschnitt in gleichformiger Fahrt 
war, also alle Fahrzeuge der Kolonne bis zum Zeitpunkt ¢ = 0 etwa mit der konstanten 
Geschwindigkeit c gefahren sind, so erhalten wir die zugehorigen Bewegungsgleichungen, 
wenn wir in (84) bis (86) 


O16 U6 36, =a ee (87) 


setzen. Es ist dann 
tet) = (4 bP +e-t) —(@ —1)q- byt + (5) gd, — 
“(og bea 
—@?-b, + eta pea’ aS (88) 


v, (t) = (bt +0) — Ng ta rene IIE (89) 


und 
eae 1 
by (t) by —b,- er tte ae i 


R= 


t 
F 


9. Bewegung einer Kolonne, dessen Leitfahrzeug plétzlich stehenbleibt. 


Das Leitfahrzeug einer fahrenden Kolonne komme (etwa durch einen Zusammen- 
stoB mit einem Gegenfahrzeug) plétzlich zum Stehen. Dieser Augenblick soll den 
Zeitpunkt ¢ = 0 kennzeichnen. Die Zeit-Weg-Funktion des Leitfahrzeuges ist von 
diesem Zeitpunkt ab identisch Null: y, (t) = 0 fiir t > 0. Wir haben somit in den 
Formeln (84) bis (86) 
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zu setzen und erhalten damit é 


r—2 4 
Yr (t) = J+ (Yo + M0 +... + 40) —g- eas SY) Pm to FF %0. f gpg) 


: rea 4! q 
oaer 
Yr (t) => Veo + V0 +--+ + %0) — ; 
r—2 J 
y Lh Hed 58 Rae 
pk pe ti 
Ss Es Sr i 
4=0 qd 
un 
L foes ai t? 
haves ae _ r—i, 0 aptsichs -—, (94) 
i=0 : g 


Wenn alle Fahrzeuge bis zum Halten des Leitfahrzeuges mit der gleichbleibenden 
Geschwindigkeit c gefahren sind, hat man fiir die Geschwindigkeiten der Folge- 
fahrzeuge 


Ug agers ks ng ee (95) 
zu setzen. Dies ergibt 
r—2 : 
—i—l1 us 
Me eee) genie Guest: Daas (96) 
Sy it 
0, (t) = c-e—te- >? rire (97) 
" a0 thing 
un 
t—2 
6, (t) = rent ge cote rs (98) 
Die Bewegungsgleichungen fir die ersten vier Folgefahrzeuge sind: 
Y2 (t) = ge —gqe-e—4, (96a) 
Ys (t) = 2ge—qe-e—t- (2 ++); (96b) 
2 
ys (0) = 3qe—ge- eM (3 pet4s- 4), (96c) 
2 l 3 
ys(t) = 4qe—qe-e-t- (4 P8atats =), (96d) 
Ont) = Cre 4a, (97a) 
Ug (bis 6.0 iit (1 _ =), (97b) 
U4 (t) = e+e (1 | ; +>: a). (97¢) 
t le: ieee 
v5) = 0° et -(1 | A Pion git i ay (97 d) 
b, (t) = — ; e—tla (98a) 
edie : Spaaaniu (98b) 
b, (t) = Fo Be, | (98c) 
b; (t) = —3°4" 7 e—Ha, (98d) 


Ingenieur-Archiv 1V, 3—4. . 14 
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In den Abb. 2, 3 und 4 wurden die zeitlichen Abhangigkeiten der zuriickgelegten 
Wege und gegenseitigen Abstande sowie der Geschwindigkeiten und Beschleunigungen 
dargestellt. 
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Abb. 2. Wege und gegenseitige Abstande der Fahrzeuge einer gleichférmig fahrenden Kolonne, 
nachdem das Leitfahrzeug plétzlich zum Stehen gekommen ist. 
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Abb. 3. Geschwindigkeiten der Fahrzeuge einer gleichférmig fahrenden Kolonne, nachdem das 
Leitfahrzeug plotzlich zum Stillstand gekommen ist. 


Fiir die Abb. 2 wurden alle Ruheabstande mit a = 3m und alle Fahrzeuglangen 
mit L = 3m gewahlt. 

Der angenommenen Marschgeschwindigkeit c = 10 m/s der gleichformig fahrenden 
Kolonne vor dem Halten des Leitfahrzeuges entspricht ein Tachometerabstand von 
q¢ = 36m, so daB zur Zeit ¢ = 0 alle Fahrliicken a + ¢c = 39m betragen. Gleiche 
Wagenpunkte von irgend zwei Nachbarfahrzeugen zur Zeit ¢=0 sind daher 
a+qce-+L = 42m voneinander entfernt. Mit zunehmender Zeit strebt diese GroBe 
fiir jedes Paar von Nachbarfahrzeugen gegen den Wert a + L = 6m. 
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Die Zeit-Beschleunigung-Linien 65, b;, by, 6; (Abb. 4) nahern sich mit zunehmender 
Zeit asymptotisch der Geraden b — 0 (t-Achse). Um die Abstandsvorschrift einzu- 
halten, muB der zweite Wagen zur Zeit t = 0 plotzlich mit einer Anfangsverzégerung 
b. (0) = —c/q = — 2,778 m/s? gebremst werden, die dann nach einem Exponential- 
gesetz rasch gegen Null abnimmt. 

Die Verzégerungen der tibrigen Folgefahrzeuge miissen zur Zeit t= 0 mit dem 
Wert b = 0 beginnen und beim dritten Fahrzeug zur Zeit t = q = 3,6 sek, beim 
vierten zur Zeit t = 2q = 7,2 sek, beim fiinften zur Zeit t = 3 Gi= "10,8 sels, 3 4: 


jeweils den gréS8ten Zahlenwert erreichen, und zwar ist b; (3,6) = — 1,022 m/s?, 
b, (7,2) = —0,752 m/s?, 5, (10,8) = — 0,622 mjs%, .. ... 
5 mys? 


25 tsek 


Abb. 4. Beschleunigungen der Fahrzeuge einer gleichférmig fahrenden Kolonne, nachdem das 
Leitfahrzeug plétzlich zum Stillstand gekommen ist. 


Die Zeit-Geschwindigkeit-Linien v2, v3, v4, v; (Abb. 3) haben die t-Achse v = 0 
zur gemeinsamen Asymptote. Im Zeitpunkt t = 7 q = 25,2 sek beispielsweise betragen 
die augenblicklichen Geschwindigkeiten der ersten vier Folgefahrzeuge nur noch 
V, (25,2) = 0,009 m/s, v, (25,2) = 0,073 m/s, v4 (25,2) = 0,296 m/s und », (25,2) = 
= 0,816 m/s. 

Die Folgefahrzeuge kommen bei der zugrunde gelegten Abstandsvorschrift ,,theo- 
retisch“‘ erst zur Zeit ¢{ = co zur Ruhe, denn aus der Gl. (97) ergibt sich 

fmt y(t) == On ee 2S ag at). 
t co 

Zu den Zeitpunkten ¢ = 0, 10 und 20 sek wurden in Abb. 2 auch die ersten fiinf 
Fahrzeuge mit dargestellt, um die allmahliche Abstandsverringerung aufeinander- 
folgender Kolonnenfahrzeuge und das Zustreben aller Fahrabstande gegen den Ruhe- 
abstand a = 3 m bildhaft anschaulich zu machen. Zur Zeit t = 7 q = 25,2 sek haben 
die Fahrzwischenraume der ersten fiinf Wagen der Reihe nach die GréBen 3,0 m, 
3,3m, 4,4m und 7,3 m. 

An der Stelle ¢ = 0 haben die Tangenten an die Zeit-Weg-Linien y2, Ys, Ya, Ys 
die Richtung der Zeit-Weg-Geraden der gleichférmig fahrenden Kolonne. Diese 


Kurven haben der Reihe nach die Geraden zu Asymptoten, die 6m, 12m, 18 m bzw. 
14* 
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24 m unter der Zeit-Weg-Geraden des stillstehenden Leitfahrzeuges parallel zu dieser 
verlaufen. 

Da beim Abbremsen der Kolonne der Abstand jedes Folgefahrzeuges von seinem 
Vorderwagen sich auf den Ruheabstand verringert, so steht dem r-ten Wagen als 
Bremsweg cine Strecke zur Verfiigung, die sich ergibt, wenn man die Tachometer- 
abstande addiert, die zum zweiten bis einschlieBlich r-ten Fahrzeug zur Zeit t = 0 
gehoren. In Ubereinstimmung damit erhalt man auch aus Gl. (96) den Wert 


lim 4y,'(6}== @ — Lyre: 
t—co 


Der Bremsweg des zweiten Wagens betragt also gc = 36m. Da diesem Wagen 
unter allen Folgefahrzeugen der kiirzeste Bremsweg zur Verfiigung steht, so muf 
er am scharfsten abgebremst werden. 


10. Rechnerische Naherungsverfahren zur Ermittlung des Bewegungs- 
verlaufes der Folgefahrzeuge. 


Im vorstehenden wurde ein mathematisch geschlossener Weg zur Ermittlung 
der Bewegungsgleichungen der einzelnen Kolonnenfahrzeuge angegeben, der fiir jede 
beliebige Zeit-Weg-Funktion y, (t) des Leitfahrzeuges gilt. 

Bei Angabe von besonderen Zahlen lé8t sich aber die Bewegung der einzelnen 
Kolonnenfahrzeuge in praktisch befriedigender Weise durch numerische und graphische 
Verfahren ermitteln, die nur geringe mathematische Kenntnisse voraussetzen und 
rasch zum Ziele fihren. 

Entwickelt man die Funktionen y, (¢) in eine Potenzreihe, die man, je nach dem 
Grad der angestrebten Genauigkeit, geeignet abbricht, so geben die Formeln (70) 
bis (72), die wir fiir den Fall aufgestellt haben, daB y, (t) ein Polynom ist, eine Naherungs- 
lésung fiir die Bewegung jedes Folgefahrzeuges. 

Will man die Naherungslésungen fiir y, (¢), v, (t) und 6, (¢) auch in Gestalt von 
endlichen Potenzreihen erhalten, so ist es zunachst einmal naheliegend, als Entwick- 
lungsstelle die Stelle = 0 zu wahlen, weil fiir jedes Folgefahrzeug (r = 2, 3,... 7) 
der Wert y,’ (0) = v, (0) = %»9 gegeben ist. 

Um aber die Weg-, Geschwindigkeits- und Beschleunigungsfunktion des r-ten 
Kolonnenfahrzeuges durch ihre Maclaurinschen Entwicklungen 


t4 


Yr (t) = yr’ (0) + yn" (0) Fe + ye” (0)- Ft yt¥ (0)? B+... (99) 
, (B) = Ye! (0) + ye!” (0) sy + ye!” (0) se + ye¥ (0) 4+... (100) 
by (t) = Ye” (0) + 9!” (0) > + yl¥ 0) Ft pV (0) +... (201) 


ansetzen zu kénnen, bendtigen wir auBer y, (0) = 0 und y,’ (0) =v, . auch noch 
die Werte der hoheren Ableitungen von y, (t) an der Stelle ¢ = 0, die sich aber gleich- 
falls leicht berechnen lassen. 


Bildet man némlich von (2) die i-te Ableitung, so erhélt man die Gleichung 
qh *D 1) + 9 0) = yes. Fag? 4), (102) 
Fir ¢ = 0 ergibt sich daraus die Beziehung 


_ (9) 4 @ iw 
y, +1) (0) ay ae ’ Yr COs (; KS “ : - : »): (103) 

Wir wollen nun fiir simtliche Fahrzeuge die Werte y, (0), y,’ (0), y,’” (0), yp’"’ (0) 
uibersichtlich in der nachstehenden Tabelle 1 zusammenstellen. 


> ee 
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Tabelle 1. 
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y, (0) o | 0 0 0 0 

Yr. (0) 0 c Cc (6) Cc 
yy” (0) 0 — fq 0 0 REE 
a) 0 e/q —e/¢ 0 0 
y,1¥ (0) 0 =e 2 ¢/¢ —'elg* 0 
yrV (0) 0 c/q — 3 ¢/q* 3 e/g? — e/g 
y,Vt (0) 0 — e/g? 4 e/q? — 6 e/q 4 ¢/¢ 
oy, NEE) 0 c/¢® — 5 e/q8 10 ¢/¢é — 10 e/¢® 
GET (OY 0 — eq? 6 e/g’ | — 15 e¢/q? 20 ¢/q’ 
yAX (0) 0 e/q8 pee Gige 2le/g® | — 35 e/g8 
Yy,* (0) 0 = e/g? 8e/q? | — 28 e/q® 56 ¢/q? 


Die erste Zeile dieser Tabelle 148t sich auf Grund von (1) ausfiillen, die zweite 
Zeile, weil fiir t = 0 die Geschwindigkeiten y,’ (0) = v,, gegeben sind, und die erste 
Spalte, weil die Bewegung des Leitfahrzeuges bekannt ist. Die Zahlenwerte der 
ubrigen Felder lassen sich dann mit Hilfe der Beziehung (103) finden. An Hand der 
Tabelle kann man nun die Maclaurinschen Entwicklungen (99) bis (101) ohne weiteres 
anschreiben. Diese Reihen konvergieren fiir kleinere Werte von t, die in manchen Fallen 
gerade am meisten interessieren, ziemlich rasch.® 

Zur besseren Erlauterung wurde die vor- 
stehende Tabelle 1 fiir den in Abschnitt 9 behan- 
delten Fall aufgestellt, daB das Leitfahrzeug einer 
mit der Marschgeschwindigkeit c gleichférmig 
fahrenden Kolonne ploétzlich anhalt. Da es uns 
hierbei blo’ auf das Prinzip ankommt, sind dar- 
in an Stelle der numerischen Werte die allge- 
meinen Zahlenwerte angegeben. Aus den Reihen- 
entwicklungen lassen sich in diesem Fall die Aus- 
driicke (96a), (97a) und (98a) fiir den Bewegungs- 
verlauf des zweiten Wagens auch unmittelbar 
ablesen. 


Abb. 5. Erlauterungsfigur fiir eine 
zeichnerische Losung der Differential- 
gleichung q: yo’ (t) + Yo (t) = 91 (t) + 
+ Vo mit der Anfangsbedingung 
; Yo (0) = 0. 


1l. Zeichnerisches Naherungsverfahren 
zur Ermittlung des Bewegungsverlaufes 
eines Folgefahrzeuges. 


Um die Differentialgleichung 


Q* Yo’ (t) + Y2 (t) = 1 1) + 9° Meo (104) 
die der Gl. (2) entspricht, zeichnerisch zu lésen, denken wir uns die Zeit-Weg- 
Funktion y, (¢) auf ein rechtwinkeliges Achsenkreuz (t, y,) bezogen, dessen ¢-Achse 
UM J‘ Vg tiefer liegt als die ¢-Achse des Achsenkreuzes (t, y;), wahrend die y,-Achse 
im Abstand qg links von der y,-Achse parallel zu ihr verlauft (Abb. 5). 


6 Herr H. Korst, Wien, hat auf diesem Wege die Bewegung der ersten drei Folgefahrzeuge 
bei konstanter Verzégerung — 6b, =2 m/s? des Leitfahrzeuges nach gleichférmiger Fahrt der 
Kolonne mit der Geschwindigkeit c = 10 m/s fiir die ersten 9 Sekunden nach dem Bremsbeginn 
des Leitfahrzeuges verfolgt. Seine Ergebnisse stimmen mit den genauen Werten meiner Rechnung 
sehr gut tberein. 
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Nach Gl. (104) hat man die Kurve &, mit der Gleichung y, = ¥; (t) so zu kon- 
struieren, da die Tangente an diese Kurve in einem beliebigen Punkt P, stets durch 
denjenigen Punkt P, der Kurve k, mit der Gleichung y, = ¥; (¢) hindurchgeht, der 
im Achsenkreuz (t, y,) die gleiche Abszisse hat wie der Berithrungspunkt P, im Achsen- 
kreuz (t, yz). Zufolge (1) muB die Kurve &, durch den Ursprung O, des Koordinaten- 
systems (t, y,) gehen. Wir werden daher die Kurve &, von O, ausgehend konstruieren. 

Bei dieser Anordnung ist also die Kurve hk, die Verfolgungskurve’ (Hunde- 
kurve) der Kurve k,, wobei die Geschwindigkeiten des verfolgenden und des ver- 
folgten Punktes in jedem Augenblick in den Horizontalkomponenten tibereinstimmen. 
Projiziert man daher die Punkte P, und P, auf eine Horizontale, so wird der Projektions- 
punkt P,’ vom Punkt P,' in konstantem Abstand verfolgt. 

Fir die Konstruktion der Kurve &, wahlen wir nun in den beiden Koordinaten- 
systemen (t, y,) und (f, y,) eine hinreichende Anzahl von Parallelen zu den Ordinaten- 
achsen, die in den beiden Achsenkreuzen zu 
jeweils gleichen Werten von ¢ gehéren. In Abb. 6 
wurden fiir diese ¢-Werte die Vielfachen von q/3 
angenommen und die zugehérigen Punkte der 
Kurve k, mit 0,,.P;, Q1; 21, Sy, -~. bezeichnet. 

Man legt nun durch O, die nach O, zielende 
Gerade und zeichnet auf ihr das Stiick bis zum 
Punkt P ungefihr in der Mitte des ersten 
Abb. 6. Konstruktion zur Loésung der oe. Perel ats oe gcse nes se 
Differentialgleichung q:y,’ (t) + ys (t) = weisende | Gerade und zeichnet auf ihr das 
= y,(t)+q'vo mit der Anfangsbe- Stiick bis zum Punkt Q ungefahr in der 


dingung y, (0) =0. Mitte des zweiten Streifens usw. Dann _ ist 
O,PQRSS,...na&herungsweise ein umschrie- 

bener Tangentenzug der gesuchten Kurve k,. Die Beriihrungspunkte O,, P., Q., Ro, 
S,,... legen in den Schnittpunkten mit den im Achsenkreuz (f, y,) gezeichneten 


Parallelen zur Ordinatenachse. Auf die gleiche Weise, auf die sich die Funktion 
Y2 (t) aus y, (t) ergeben hat, kann man y; (t) aus , (¢) konstruieren usw. 
Aus (104) ergibt sich durch Differenzieren 


q* V2’ (t) + 2 (t) = % @). (105) 
Durch nochmalige Differentiation findet man 
q: 6," (t) + be (t) = by (Z). (106) 


Da diese Differentialgleichungen dieselbe Bauart haben wie (104) fiir den Wert 
Veo = 0, so 14Bt sich das Geschwindigkeitsschaubild v, (t) aus v, (¢) auf dieselbe Weise 
wie in Abb. 6 konstruieren. Das Schaubild v, (t) enthalt nun den Punkt (0, v9). Ebenso 
lat sich auch 6, (t) auf demselben zeichnerischen Weg aus ), (¢) finden. 

Zur Ermittlung des Bewegungsverlaufes einzelner Fahrzeuge ist die zeichnerische 
Methode schon vorteilhaft, wenn die Zeit-Weg-Funktion und damit auch der Ge- 
schwindigkeits- und Beschleunigungsverlauf des Leitfahrzeuges analytisch, erst recht 
aber, wenn diese Abhangigkeiten zeichnerisch gegeben sind. 


” Ein Gegenstand P, bewege sich auf einer Kurve k,. Ein Hund P,, der diesen Gegenstand 
einholen will, steuert in jedem Augenblick der Verfolgung sein Ziel schnurgerade an. Die von 
ihm durchlaufene Bahn k, hei®t deshalb Verfolgungs- oder Hundekurve. Dabei wird gewohnlich 
angenommen, dafs sich sowohl P, als auch P, je mit einer konstanten Geschwindigkeit bewegen. 


Auch ein selbstgesteuertes Gescho8, das ein bewegtes Ziel verfolgt, bewegt sich auf einer Ver- 
folgungskurve. 
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12. Zusammenfassung. 


Ist fiir eine Fahrzeugkolonne mit vorgeschriebenen Ruheabstanden und der eingangs 
angetithrten Abstandsvorsc arift das Bewegungsgesetz y, (1) des Leitfahrzeuges fiir einen 
bestimmten Zeitbereich gegeben, und sind auSerdem entweder die Geschwindigkeiten 
oder die Fahrabstande aller Folgefahrzeuge fiir den Beginn dieses Zeitabschnitts 
bekannt, so findet man das fiir diese Zeitspanne geltende Zeit-Weg-Gesetz eines be- 
liebigen Kolonnenfahrzeuges sowie seinen Geschwindigkeits- und Beschleunigungs- 
verlauf auf Grund der Formeln (29), (39) und (40). Die darin vorkommende parti- 
kulare Lésung p, (t) der Differentialgleichung (14) kann fiir die in der Praxis beniitzten 
Funktionen y,(t) durch Ansatz der Lésung immer leicht gefunden werden. 

Ist die Voraussetzung (48) erfiillt, was praktisch fast immer der Fall ist, so kann 
man an Stelle der Formeln (29), (39) und (40) auch die Beziehungen (55) bis (57) 
bentitzen. ™ 

Ist die Funktion y, (t) ein Polynom, so liegen die Ergebnisse in den Formeln (70) 
bis (72) bereits vollkommen fertig vor. Dieser Fall ist deswegen wichtig, weil man jede 
beliebige Funktion y, (¢) niah-rungsweise durch eine endliche Potenzreihe ersetzen kann. 
Auf diese Weise geben dann die Formeln (70) bis (72) fiir den Fall, daB y, (t) kein 
Polynom ist, wenigstens Naherungslésungen des Problems. 

Will man die Naherungslésung in Gestalt eines Polynoms erhalten, so kann man 
das in Abschnitt 10 angegebene Verfahren beniitzen. SchlieBlich wurde in Abschnitt 11 
noch ein zeichnerisches Naherungsverfahren fiir die Ermittlung des Bewegungsverlaufes 
eines Kolonnenfahrzeuges gezeigt, das man insbesondere dann immer anwenden wird, 
wenn die Bewegung des Leitfahrzeuges empirisch, also durch ein Diagramm gegeben ist. 


(Eingegangen am 1. Mare 1948.) 


Neue Untersuchungen iiber den Schlingerfehler 
bei Einkreiselkompassen. 


Von G. Heinrich, Wien. 
Mit 1 Textabbildung. 


Zusammenfassung. Von M. Schuler wurde erstmalig die Ursache des Schlingerfehlers beim 
Einkreiselkompa8B von Anschitz aufgeklart. Die vorliegende Arbeit gibt eine verallgemeinerte 
Theorie des Schlingerfehlers, die auf alle méglichen Einkreiselkompafsysteme angewendet werden 
kann. Uberdies wird auch das sogenannte ,,konische Schlingern“ untersucht, das dann auftritt, 
wenn die Schlingerebene nicht fest bleibt. Diese Art des Schlingerns ergibt einen kursunabhangigen 
Fehler, wihrend das ebene Schlingern bekanntlich zu richtungsabhangigen Fehlern fithrt. Beim 
Einkreiselkompa8 von Anschiitz verschwindet der konische Schlingerfehler, wahrend bei den 
Kompa8systemen nach Sperry und Brown sowohl kursabhangige als auch kursunabhangige 
Schlingerfehler auftreten. 


Summary. The cause for the rolling error of the Anschuetz-monogyro-compass was deter- 
mined for the first time by Mr. M. Schuler. The following investigation gives a general theory 
of the rolling error, which can be applied to all systems of monogyro compasses. In addition, 
the so-called “‘conical rolling’, which appears when the rolling plane does not remain stationary, 
has been investigated. This type of rolling causes an error which is independent of the course, 
while ‘“‘plane rolling” produces errors dependent on the course. The Anschuetz monogyro compass 
is not subject to error due to conical rolling, while the Sperry and Brown compass systems 
produce both course-dependent and course-independent errors. 


Résumé. La cause d’erreur de roulis pour le mono-gyro-compas d’Anschiitz a été déterminée 
pour la premiére fois par M. Schuler. Le travail ci-dessous donne une théorie générale de l’erreur 
de roulis, qui peut étre appliquée @ tous les systémes de mono-gyro-compas. En outre on a 
également effectué des recherches sur ce qu’on appelle le «roulis conique», qui apparait lorsque 
le plan de roulis ne reste pas stationnaire. Ce genre de roulis conduit a des erreurs indépendantes 
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de la direction, contrairement & ce qui a lieu pour le «roulis plan». Le mono-gyro-compas Anschiitz 
n’est pas sujet a l’erreur de «roulis conique», alors qu’avec les systémes Sperry et Brown, on 
a des erreurs qui peuvent dépendre ou non de la direction. 


1. Problemstellung. 


Die verschiedenen KreiselkompaRsysteme, deren nordsuchendes Element aus 
einem einzigen Kreisel besteht, zeigen auf schlingernden Schiffen mehr oder weniger 
groBe MiBweisungen, die als Schlingerfehler bezeichnet werden. Die Ursachen des 
Schlingerfehlers wurden erstmalig von M. Schuler! aufgeklart. Seine Untersuchun- 
gen bezogen sich auf den Einkreiselkompa8 von Anschiitz. Die folgende Arbeit 
versucht den Schlingerfehler von einem méglichst allgemeinen Standpunkt aus zu 
behandeln, der es gestattet, alle verschiedenen EinkreiselkompaBsysteme als Spezial- 
falle zu erfassen. Uberdies werden neben den bisher untersuchten, in einer Ebene 
erfolgenden Schlingerbewegungen auch die Falle des ,,konischen Schlingerns‘ mit- 
behandelt, bei dem sich auch die Richtung der Schiffsbeschleunigung periodisch andert. 


2. Die Entstehung des Schlingerfehlers. 


Jeder fiir ein Fahrzeug in Betracht kommende Kreiselkompa8 besitzt drei Freiheits- 
grade. Damit der Kreisel eine Richtkraft erhalt, mu8 eine Vorrichtung vorhanden 
sein, die auf den Kreisel ein Moment in Abhangigkeit von der Erhebung der Kreisel- 
achse gegen den Horizont ausiibt, wobei der Momentenvektor im wesentlichen horizontal 
und senkrecht zur Kreiselachse gerichtet ist. Da ferner jeder auf einem Fahrzeug 
befindliche Kreisel zur Vermeidung des Beschleunigungsfehlers im Bereich kleiner 
Amplituden eine Schwingungsdauer von etwa 84 Minuten besitzen muf?, ist er- 
forderlich, da8 wegen der Unabhangigkeit der Schwingungsdauer von den Amplituden 
dieses Bereiches die Momente méglichst linear vom Erhebungswinkel der Kreiselachse 
gegen den Horizont abhingen. Zumindest mu diese Forderung fiir eine langere 
Zeit hindurch andauernde Erhebung von konstantem Betrag erfiillt sein, wahrend, 
wie sich spater ergeben wird, ein Nacheilen der Momentengebung bei rasch wechselnder 
Erhebung gegen den Scheinhorizont erstrebenswert sein kann. Eine genauere Ab- 
grenzung des zulassigen Nacheilens wird spater gegeben. 

Im allgemeinen besitzt demnach der Kompa8 ein Mef8organ, das die Erhebung 
der Kreiselachse gegen den Horizont ermittelt, und einen dadurch gesteuerten 
Momentengeber. Beide Elemente kénnen natiirlich auch vereinigt sein, wie z. B. 
beim Einkreiselkompa8B von Anschiitz. Um ein Nacheilen der Momentengebung 
gegentiber der Erhebung der Kreiselachse zu erzielen, konnen entweder das MeBorgan 
selbst oder der Momentengeber oder beide zugleich als gedampfte Schwinger aus- 
gebildet sein. 

Beim schlingernden Schiff andert nun das Scheinlot periodisch seine Richtung 
gegentiber dem wahren Lot. Im eingeschwungenen Zustand ist bei richtig eingestelltem 
Nordgewicht die Kreiselachse horizontal gerichtet. Der Winkel £ zwischen Kreisel- 
achse und Scheinhorizont andert sich demnach ebenfalls periodisch. f ist aber der 
Winkel, auf den das MeBorgan anspricht. Die Gré&e des Momentes wird sich daher 
auch periodisch im Rhythmus der Schlingerfrequenz andern. 

Wenn der Vektor dieses periodisch veranderlichen Momentes horizontal bliebe, 
ware kein Anlaf& fiir die Entstehung einer merklichen MiBweisung gegeben, da im 
zeitlichen Mittel kein zusatzliches Moment gebildet wird. Nun wird aber jeder 


1 M. Schuler: Z. angew. Math. Mechan. 2, 233 (1922). — Ferner J. B. Henderson: Philos. 
Mag, J. Sci. (6), 49, 273 (1925). — H. Beghin und P. Monfraix: ©. R. hebd. Séances Acad. 
Sei. 167, 672 (1923). 

* M. Schuler: Physik. Z. 24, 344 (1923). 
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Kinkreiselkompafi zufolge der stabilen Hangung des Systems durch die Schlinger- 
bewegung zu Schwingungen um die Kreiselachse angeregt (Ausschlagwinkel #). 
Dies bewirkt, daB die Gerade, in der der Momentenvektor liegt, selbst um die Kreisel- 
achse als Drehachse schwingt. Der zeitliche Mittelwert des Momentenvektors ist 
dann im allgemeinen von Null verschieden und fallt, wie spater gezeigt wird, in die 
Richtung des wahren Lotes. Dies ist die Ursache fiir den Schlingerfehler. 


3. Die Beschleunigung des schlingernden Schiffes. 


Die zufolge der Schiffsschwingungen am Aufstellungsort des Kompasses auf- 
tretenden periodisch wechselnden Beschleunigungen werden im allgemeinen wahrend 
einer Periode sowohl ihre GréBe, als auch ihre Richtung andern. Es interessiert 
hier nur die Horizontalkomponente der Beschleunigung. Durch eine Fouriersche 
Analyse sei die Horizontalbeschleunigung in harmoniscke Komponenten zevriegt, 
von denen zunachst nur die Grundwelle mit der 
Kreisfrequenz 2 betrachtet werden soll. Die allge- 
meinste ebene periodische Bewegung mit der Kreis- 
frequenz 2 ist eine elliptische Schwingung. Die 
groBte auftretende Beschleunigungsamplitude B,, 
wird senkrecht zur Fahrtrichtung des Schiffes 
(Schlingern), die kleinste Beschleunigungsamplitude 
B,, in die Fahrtrichtung des Schiffes fallen (Stamp- 
fen). Der Kurswinkel betragt K (siehe Abb. 1). 

Die x- und y-Achse eines rechtwinkeligen ebe- fy 
nen Koordinatensystems sollen nach Osten und Abb. 1. Die Horizontalbeschleuni- 
Norden weisen, die 2,- und y,-Achsen eines sung beim konischen Schlingern. 
zweiten, um 90 — K im Gegenuhrzeigersinn ver- 
drehten Systems in die Fahrtrichtung und senkrecht dazu. Sind 6,, und b,., die 
in die Achsenrichtungen 2, und y, fallenden Komponenten der jeweiligen Horizontal- 
beschleunigung, so gilt bei geeigneter Wahl des Beginnes der Zeitzahlung: 


b., = B, sin Qt, | 

by, = B, cos Qt. f 

Sind ferner 6, und 6, die Komponenten der Beschleunigung in der Ost—West- und 
Nord —Siid-Richtung, so gilt nach Abb. 1: 

0, = U,, sin Kk —"6,,'cos KK, | 

‘by = be, cos K + b,, sin K. .| 


(1) 


(2) 
Aus (1) und (2) folgt: 
b, = Bo sin (Qt a Yo); | (3) 
b, = Bsin(Qt—g) J 
mit den Abkiirzungen: 


Be = VB2 sin? K + B,? cos? K, rf 


C3 (3a) 
bg VBS cos? K + B,? sin? K | 
und 
Yo = arc tg (Ft ctg K), | 
") | (3b) 
Ys = arc tg | re tg K). | 


Damit sind samtliche von der, Schiffsbewegung herriihrende GroBen festgelegt, die 
auf den Schlingerfehler EinfluB besitzen. 
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4. Berechnung der Schwingung um die Kreiselachse. 


Bei eingeschwungenem Kreisel regt nun 0, das Kreiselsystem zu Schwingungen 
um die Kreiselachse (Winkelausschlag 0) an. Die Beschleunigung b, erregt Schwin- 
gungen des NeigungsmeBorgans (Neigungswinkel 6), dessen Impulse dem schwingungs- 
fahigen Momentengeber aufgedriickt werden und diesen auch zu erzwungenen 
Schwingungen veranlassen. 

Es sollen zuerst. die Schwingungen des Kreiselsystems um die Kreiselachse be- 
trachtet werden. Sie veranlassen den Momentengeber, die Richtung, in der das Moment 
ausgetibt wird, periodisch zu andern. Es handelt sich dabei um die erzwungene 
Schwingung eines physikalischen Pendels, dessen Dampfung geschwindigkeits- 
proportional angenommen werden soll. Die Kreisfrequenz der ungedampften Eigen- 
schwingung ws dieses Systems und seine Dampfungskonstante 6, hangen von der 
speziellen Konstruktion des Kreiselkompasses ab und kénnen bei vorgegebenen 
Abmessungen des Gerates berechnet, bei vorliegendem Gerat auch leicht experimentell 
bestimmt werden. 

SchlieBt die Ebene des Scheinhorizonts einen Winkel mit der Achse, um die das 
Moment erzeugt wird, ein, so sucht sich diese Achse, zufolge der stabilen. Hangung, 
in die Ebene des Scheinhorizonts zu stellen. Wiirde demnach in der Richtung der 
x-Achse dauernd die konstante Beschleunigung By, wirken, so wiirde die Momenten- 


B 
achse im Scheinhorizont verweilen und mit dem wahren Horizont den Winkel ig 


einschlieBen, wenn g die Fallbeschleunigung bedeutet, wobei By << g vorausgesetzt 
wird. Man erhalt demnach fiir die erzwungene Schwingung der Momentenachse 
nach bekannten Formeln der Schwingungslehre* 


By B 

b= — + Vor sin (2 t= po— yp). (4) 
Dabei ist die VergréBerungsfunktion V, und der Phasenwinkel y, gegeben durch: 
Vigtees : = (4a) 

V-Star 

Dy Ws 
aad ae 

wo = arc tg og (4b) 


? ist der Winkel, den die Momentenachse mit dem wahren Horizont einschlieB&t. 


5. Die Schwingungen des Neigungsmessers und des Momentengebers. 


In &hnlicher Weise koénnen nun auch die erzwungenen Schwingungen des Neigungs- 
meBorgans und des Momentengebers behandelt werden. Sie werden erregt durch 
die Beschleunigung 6,. Die-Momentengebung erfolgt nun bei konstant bleibendem 
Winkel # zwischen Scheinhorizont und Kreiselachse proportional-zu f. Ist M,, das 
Moment fiir konstanten Winkel f, so gilt demnach: 


M,, = kB, (5) 
wobei & eine Apparatkonstante bedeutet, die im wesentlichen durch die Forderung 
nach 84-Minuten-Schwingungsdauer festgelegt ist. Das als Schwinger ausgebildete 
NeigungsmeBorgan besitze die Kreisfrequenz wz, der ungedimpften Kigenschwingung 
und die Dampfungskonstante 6,,. Ferner besitze der als Schwinger arbeitende 
Momentengeber die ungedimpfte Kreisfrequenz wz und die Dampfungskonstante 6,5. 


° Vgl. K. Klotter: Einfiihrung in die Schwingungslehre, Bd. 1, $. 145. Berlin. 1938. 
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Wenn dann das Neigungsme8organ den Momentengeber riickwirkungsfrei steuert, 
erhalt man, geschwindigkeitsproportionale Dampfung bei beiden Schwingern voraus- 
gesetzt, nach den Formeln der Schwingungslehre fiir den zeitlichen Verlauf des 
Momentes M: 


M = M,,: Veo: Vey- sin (Qt — yp — Yes — Yee) (6) 
mit den VergréBerungsfunktionen: 
1 
Ve. = ———” 
Se aE : 
aces 
ORa Dey 
1 
Vi2= — a 6b 
oa @ NeTe Ogg? 92? Oe 
Vleet +4-e 
und der Phasennacheilung: 
be 28812 ; 
= arc tg ——.———,,, j 
WBA g Og 2 — 2 ( c) 
sa t 2 Ope °Q ' 
Yeo = are tg Ogg — 2° (6d) 
Der Winkel 6 zwischen dem Scheinhorizont und der Kreiselachse ist nun: 
b 
B a "gis (7) 
wobei 6, << g vorausgesetzt wird. 
Aus (6) erhalt man nun bei Beachtung von (5), (7) und (3): 
k B 
Me rgeayl cae passin ti Op aw wee: (8) 


Der Fall, daB das NeigungsmeBorgan oder der Momentengeber oder beide nicht 
als Schwinger ausgebildet sind, sondern direkt wirken, ist in obigen Gleichungen 
mit enthalten. Geht man namlich mit der Kreisfrequenz der ungedampften Eigen- 
schwingung zur Grenze oo, so wird, wie man aus (6a), (6b), (6c) und (6d) erkennt, 
der zugehérige VergréBerungsfaktor 1, der Phasenwinkel 0. Nur wenn etwa der 
Momentengeber keine Federkraft, sondern nur Tragheit und Reibung besitzt, miiBten 
die angegebenen Formeln modifiziert werden. 


6. Berechnung des Schlingermomentes. 


Das Moment, das den Schlingerfehler hervorruft, kann nun leicht berechnet werden. 
Da der Momentenvektor um die als horizontal angenommene Achse des eingeschwun- 
genen Kreisels als Drehachse hin- und herschwingt, liegt er dauernd in einer durch 
die Ost—West-Achse und das wahre Lot hindurchgehenden Ebene. Das Moment 
kann also nach diesen beiden Richtungen zerlegt werden. Ist M, die horizontale, 
M, die vertikale Komponente des Momentenvektors, so gilt fiir kleine Neigungswinkel: 

M, = Mcos 3 = M, (9) 
M,=M sind = M- #. (10) 


Bildet man die zeitlichen Mittelwerte M, und Mi, » wahrend einer vollen Schwingung, 
so erkennt man aus (9) und (8): M;, = 0. Aus (10) folgt bei Benutzung von (8) und (4): 


M, = ooSe —" Vs- Ver: Vaz: sin (Qt — vo — po): sin (Qt — vp — Yai — Yee) 
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und daraus der Mittelwert M,: 
aes | ieO A oareee 16% : 
H,=— vr Vo > Ve1- Vez: cos (po + Yo — Gp — Ye — Yp2)- (11) 

Dieses Moment ist fiir die GréBe des Schlingerfehlers verantwortlich. 
Um den Einflu8 des Kreisels und den Einflu8 der Schiffsbewegung zu trennen, 


soll (11) umgeschrieben werden: 
Be EV Va tak : 
M,= id a ee - By> Bp [cos py: cos (vs — Hp) — Sin yp: sin (po — @p)] (11a) 


mit der Abkirzung: 


Y = Yo — Ye1 — Yee (11b) 
Aus (8a) und (3b) erhalt man: 


BBs = 4 B,2- B,2 + (Be — BP - sin? 2 K, 
2 By: Bp ; 
4 B,2-B,2 + (B,2— B,22: sin? 2K’ 
eos pen) = (B? —B,%)) sim 250 5 ; 
= Wo a | Vane: Bae ae aa 

Durch Einfiihren dieser Beziehungen in die Gl. (lla) ergibt sich schlieBlich: 

fers Pere (tanm VEaNE G2 

MN, = E a 82 loos yp: (B,2 — B,2):sin2 K +2siny- B,:-B,] (12) 
mit den Abkiirzungen (4a), (4b), (6a), (6b), (6c), (6d) und (11b). 


/ 


sin (~o — 9) = 


7. Diskussion der Gleichung ftir das Stérmoment. 


_ Aus GI. (12) kann nun die Abhangigkeit des Schlingerfehlers vom Kurs des 
Schiffes, von der Art des Schlingerns und von den EHigenschaften des Kompafisystems 
abgelesen werden. 


Das Stérmoment M, setzt sich demnach aus einem kursabhangigen und einem 
kursunabhangigen Anteil zusammen. Erfolgt das Schlingern in einer Ebene (B, = 0), 
so verschwindet der kursunabhangige Anteil. Der kursabhangige Anteil ist fiir Inter- 
kardinalkurs ein Maximum und verringert sich bei konischem Schlingern. Bei kreis- 
férmigem Schlingern (B, = B,) verschwindet er ganz. 

Die Kompafkonstruktion beeinfluBt den Phasenwinkel y sowie die VergréBerungs- 
funktionen V5, Vg, und Vg,. Fiir y = 0 verschwindet der kursunabhangige Anteil, 
fiir y = 90° der kursabhangige. Es ist aber unméglich, durch entsprechende Wahl 
von p beide Teile gleichzeitig zum Verschwinden zu bringen. Um den Schlingerfehler 
klein zu halten, muB getrachtet werden, daB das Produkt der VergréSerungsfunktionen 
klein wird. 


8. Der Schlingerfehler bei den verschiedenen Kompa8systemen. 


Es soll nun der Schlingerfehler fiir die wichtigsten Einkreiselsysteme diskutiert 
werden. 

Beim Kinkreiselkompaf von Anschiitz* ist die Schwingung um die Kreiselachse 
sehr schwach gedimptt, die Kreisfrequenz ist von der GréBenordnung 2. Setzt man 


4 Vgl. H. Meldan und O. Steppes: Lehrbuch der Navigation. Bremen. 1931. 
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demnach 6, = 0, so erhalt man nach (4b): ys = 0 und nach (4a): Vs = Silas latied 


w 
Da das Moment direkt wirkt, hat man ferner Wg1 = Wge = co zu setzen und erhalt 
dann aus (6a) und (6b): Vs; = Vso= 1; ¥p1 = Ye2= 9 und daher nach (11b) 
y = 0. Ferner gilt gema8 Gl. (5): k = mgs, wenn m die Masse des schwimmenden 
Systems und s ihren Schwerpunktsabstand vom Unterstiitzungspunkt bedeuten. Mit 
diesen Werten ergibt sich aus (12): 


~~ m+ s+ (B,2— B,2) 


Me = me 
fH 

Hier fallt also der kursunabhangige Anteil weg. Da wy, durch die Konstruktion 
festliegt und keine wesentliche Dampfung vorhanden ist, hat man hier keine Méglich- 
keit, die GroBe des Schlingerfehlers herabzudriicken. Daher sah man sich hier ge- 
zwungen, zu einem Mehrkreiselsystem tiberzugehen. 

Beim Sperry-Kompaf> erfolgt die Schwingung um die Kreiselachse im Auferen 
Kardangehange, die Neigungsmessung vollzieht sich direkt, ohne Schwinger, der 
Momentengeber ist als stark gedimpfter Schwinger von groBer Schwingungsdauer 
ausgebildet (Quecksilberballistik). Hier ist also Vg;= 1 und y,;= 0, wahrend 6,5 
groB und wg, klein ist. Dadurch wid Vz klein und so der Schlingerfehler auf ein 
zulassiges Mas gebracht. Zufolge der Dampfung der auBeren Kardane und des 
Momentengebers ist y von 0 verschieden, es existiert beim konischen Schlingern also 
auch ein kursunabhangiger Anteil des Schlingerfehlers. 

Beim Brown-Kompaf* erfolgt die Schwingung um die Kreiselachse ebenfalls im 
auBeren Kardangehange. Der Momentengeber (Ol in den Wirkgefaen) ist ein Schwinger 
von kleiner Frequenz und groBer Dampfung. Auch hier erfolgt das Herabdriicken 
des Schlingerfehlers im wesentlichen durch das Kleinwerden von V5. Es existiert 
beim konischen Schlingern auch ein kursunabhangiger Anteil des Schlingerfehlers. 

Was die Wahl der ungedimpften Higenfrequenz des Momentengebers anlangt, 
muB beachtet werden, da diese zwar klein sein soll gegentiber der Schlingerfrequenz, 
aber gro gegeniiber der Frequenz, mit der der Kreisel einschwingt, da sonst der 
Einschwingvorgang gestort wiirde. 


-sin 2K. (12a) 


9. Die Wirkung der Oberwellen. 


Zuletzt sei noch auf die Wirkung der Oberwellen der erregenden Schiffsschwingung 
kurz eingegangen. Aus der Form der Gl. (10) erkennt man, daB zufolge der Ortho- 
gonalitatsrelation der Kreisfunktionen der zeitliche Mittelwert von M, bei der Produkt- 
bildung von Schwingungen verschiedener Ordnungszahl der beiden GréBen M und # 
verschwindet. Nur Schwingungen gleicher Ordnungszahl geben einen von Null ver- 
schiedenen Mittelwert von M,. Da fiir jede Ordnungszahl formal dieselbe Uberlegung 
gilt wie fiir die Grundwelle, so erhalt man fiir jede Oberwelle einen Ausdruck von 
der Form (12). Summiert man dann diese Ausdriicke fiir alle Oberwellen, so erhalt 
man das gesamte Stérmoment. Nun werden aber, wie man aus (4a), (4b), (6a), (6c) 
und (6d) erkennt, mit wachsendem 2 die Vergréferungsfunktionen und Phasen- 
winkel rasch kleiner. Die Oberwellen haben also nur geringen Kinflu8 auf die GroBe 
des Schlingerfehlers. 

(Eingegangen am 21. Juli 1948.) 


5 Sperry: Engineering 91, 427 (1911); 98, 722 (1911). 
6 A. L. Rawlings: The Theory of the Gyroscopic Compass and its Deviation. London. 1929. 
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Ebene Tensoren und komplexe Zahlen. 
Von A. Hochrainer, Wien. 
Mit 9 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Die wichtigsten Formeln fiir ebene Vektoren und Tensoren werden mit 
Hilfe der analytischen Darstellung aus denen der Tensorrechnung im Raum hergeleitet. Die 
Darstellung von Punkten und Strecken in der Ebene durch komplexe Zahlen erweist sich als 
identisch mit der Darstellung dieser Gré8en durch spezielle ebene Tensoren zweiter Stufe. Dadurch 
erklaren sich die Unterschiede zwischen komplexen Gré8en und Vektoren bei der Produktbildung 
und im Verhalten gegen Koordinatentransformationen. Der Vergleich wird auf die Darstellung 
ebener Felder ausgedehnt und das komplexe Potential erweist sich als eine Zusammenfassung 
des skalaren und des Vektorpotentials desselben Laplaceschen Feldes. f 


Summary. The most important formulas for plane vectors and tensors are derived with the 
aid of analytic representation of the tensor calculus in space. The representation of points and 
given straight lines in the plane by complex quantities proves to be identical with the represen- 
tation of these quantities by specific plane tensors of the second order. Thus, the differences 
between complex quantities and vectors in the formation of the product and in their behaviour 
with regard to transformations of the coordinates are explained. The comparison is extended 
to the representation of plane fields and the complex potential proves to be a combination of 
the scalar potential and of the vector potential of the same Laplace field. 


Résumé. Les plus importantes des formules concernant les vecteurs et tenseurs plans sont 
dérivées, & l’aide de la représentation analytique, des formules du calcul tensoriel dans l’espace. 
La représentation de points et de ségments de droite dans le plan au moyen de quantités complexes 
se montre identique 4 la représentation de ces quantités par des tenseurs spécifiques de deuxiéme 
ordre. Ainsi s’expliquent les différences entre les quantités complexes et les vecteurs dans la 
formation du produit et leur comportement 4 Végard des transformations de coordonnées. La 
comparaison a été étendue & la représentation de champs plans et le potentiel complexe apparait 
comme une combinaison du potentiel scalaire et du potentiel vectoriel du méme champ de Laplace. 


Erster Teil. 


Die geometrische Darstellung von komplexen Zahlen als orientierbare Strecken 
zusammen mit der Ubereinstimmung bei der Addition und Subtraktion erweckt den 
Kindruck, da die komplexen Zahlen mit ebenen Vektoren identisch seien. Im Gegen- 
satz dazu stehen die Unterschiede bei der Produktbildung, die bei komplexen Zahlen 
wieder auf komplexe Zahlen fiihrt, die mit dem inneren oder A4uBeren Produkt der 
Vektoren nichts zu tun haben. Die mit komplexen Zahlen und Vektoren mdgliche 
Behandlung ebener Potentialfelder spricht fiir die Gleichheit, wahrend das verschiedene 
Verhalten gegeniiber Transformationen des Koordinatensystems wieder daran zweifeln 
laBt, so da8 man bei der graphischen Darstellung von Schwingungsvorgangen lieber 
von Zeigerdiagrammen als von Vektordiagrammen spricht. Fiir eine Klarstellung 
der Beziehungen zwischen den beiden Arten von GréBen ist es notwendig, den Begriff 
des ebenen Vektors genau zu fassen, indem man ihn als Sonderfall des raumlichen 
Vektors betrachtet. Es eignet sich dazu am besten die analytische Darstellung, deren 
wesentliche Grundlagen wir kurz wiederholen.t 

Ein Vektor im Raum ist ein geordnetes Tripel von Zahlen, seinen Koordinaten, 
die sich bei einer Transformation des Koordinatensystems in bestimmter Weise ver- 
andern. Geht man von einem rechtwinkeligen geradlinigen Koordinatensystem mit den 


Achsen 1, 2, 3 zu einem anderen solchen Koordinatensystem mit den Achsen 123 
liber, so bestehen zwischen den Koordinaten 2,, 2, v3 eines Punktes im ersten System 
und seinen Koordinaten ~,, %,, %; im neuen System die Beziehungen 


L; = A; ©; + O,. (1) 


* Siehe Duschek-Hochrainer: Die Grundziige der Tensorrechnung in analytischer Dar- 
stellung. Wien: Springer-Verlag. 1946. 


Ebene Tensoren und komplexe Zahlen. 223 


Dabei darf man fiir i sowie fiir jeden in einem Produkt nur einmal vorkommenden 
Index nach Belieben eine der Zahlen 1, 2 oder 3 setzen, wahrend iiber j so wie tiber 
jeden in einem Produkt zweimal auftretenden Index von 1 bis 3 zu summieren ist 
(Summationsiibereinkommen). Die neun GréBen a,;; sind die Cosinus der Winkel 
zwischen den Achsen der beiden Systeme, so daB z. B. a,, der Cosinus des Winkels 
zwischen der 1-Achse und der 2-Achse ist. b, sind die Koordinaten des Ursprungs 
des quergestrichenen Systems im System 1, 2, 3. 
Skalare oder Invarianten sind GréBen, die bei der Transformation (1) ungedndert 
bleiben, fiir die also 
A=A (2) 


gilt. Die Koordinaten A,, A,, A; eines Vektors A; transformieren sich als Differenzen 
von Punktkoordinaten nach dem Gesetz 


A, = a,; Aj. (3) 
Skalare sind durch eine (3°) Zahl, Vektoren durch 3! Zahlen bestimmt. Man nennt 
sie daher Tensoren nullter bzw. erster Stufe. Fiir Tensoren zweiter Stufe mit 
3? = 3” Koordinaten A;; gilt 

Aj; = QjyGjqg Ang (4) 

und fiir Tensoren dritter Stufe mit 27 Koordinaten 
Ajj n = ip Ujq Gr Angr ‘ (5) 
usw. Unter dem allgemeinen Produkt zweier Tensoren versteht man jenen Tensor, 
dessen Koordinaten durch Multiplikation aller Koordinaten des einen Tensors mit 
allen Koordinaten des anderen Tensors entstehen. Das allgemeine Produkt eines 
Tensors m-ter Stufe mit einem Tensor n-ter Stufe hat 3-3” = 3"*™ Koordinaten, 


ist also ein Tensor (n + m)-ter Stufe. Das allgemeine Produkt zweier Vektoren A; 
und B, ist ein Tensor zweiter Stufe 
Ci; = A, B,. (6) 

Das innere Produkt entsteht durch ,,Verjiingung“ des allgemeinen Produktes, d. h. 
durch Gleichsetzen zweier Indizes bei gleichzeitiger Summation tiber diese Indizes, 
also z. B, ; 

O;; = Cy + Cx + C33 = A; Bi = A, B, +A, B, + A; Bs. (7) 
Eine solche Produktbildung mit nachtraglicher Verjiingung nennt man Uberschiebung. 
Uberschiebt man einen Vektor mit sich selbst, so erhalt man die Norm des Vektors, 
die gleich dem Quadrat des Betrages des Vektors ist. 


A*=—A,A,= A, A, +A, A, + 4,4; = A? + AP + A, (7) 
Vektoren vom Betrag 1 heifen Einsvektoren. 
Fiir gewisse Notationen verwendet man das ,,Kroneckersche 6“, eine mit 0,; 


bezeichnete GréBe, welche gleich 1 ist, wenn man fiir 7 und 7 die gleiche Zahl setzt, 
bei « + 7 aber verschwindet, so daB in Matrizenform geschrieben 


TOG 
Of Oat EO): (8) 
(Ol 


Die bekannten Beziehungen zwischen den Richtungscosinus a;; zweier Koordinaten- 
systeme lassen sich dann in der Form 

05 Ain = 95% (9) 
festhalten. Es gilt auch 

54 Ans = Osx; (10) 
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obwohl im allgemeinen a;; + a;;. Als 6-Tensor bezeichnet man einen Tensor zweiter 
Stufe, dessen Koordinaten mit 6;; iibereinstimmen und den man einfach auch mit 
6;; bezeichnet. 

Es gilt ; 
A; 0:5 ae A;, (11) 
d. h. die Uberschiebung eines Vektors mit dem 6-Tensor ergibt wieder den urspriing- 
lichen Vektor. Der 6-Tensor hat die Eigenschaft, daB seine Koordinaten in allen 
rechtwinkeligen geradlinigen Koordinatensystemen die gleichen Werte aufweisen. 

Der e-Tensor ist ein Tensor dritter Stufe mit den Koordinaten ¢;;;, deren Werte 
nach folgender Regel festgelegt sind: 


€;;» = 0, wenn zwei Indizes den gleichen Wert haben (z. B. €1;, = 9), ) 
€,;~ = + 1, wenn alle Indizes verschiedene Werte haben und dabei die Zahlen 1, | 

2, 3 eine gerade Permutation bilden (z. B. £23, = 1), r (12) 
£,;n = — 1, wenn alle Indizes verschiedene Werte haben und dabei die Zahlen 1, | 

2, 3 eine ungerade Permutation bilden (z. B. €.33 = — 1). J 


Auch die Werte der Koordinaten des ¢-Tensors sind in 
allen Koordinatensystemen dieselben. Mit Hilfe des e-Ten- 
sors laBt sich das A4uBere Produkt zweier Vektoren dar- 
stellen. Es ist 


C, = Ex5h A; By, (13) 


das 4uBere Produkt der Vektoren A; und B;. Man findet 
die bekannte Koordinatendarstellung von C,; durch Kin- 
setzen von speziellen Werten fiir 7, z. B. 


Cy = €123 A, Bs + &53, As B, = A, Bs —A; B;, (14) 
da alle anderen vorkommenden Koordinaten des ¢-Ten- 
sors nach (12) verschwinden. OC, steht auf A; und B, senkrecht. 


Zwischen dem «-Tensor und dem 6-Tensor besteht eine wichtige Beziehung, der 
Entwicklungssatz 


Eizn €s pa = 97m Ong — O4¢ Oxy (15) 
der die Uberschiebung zweier «-Tensoren auf die Multiplikation von 6-Tensoren 
zuriickfihrt. 

Gehen wir jetzt zu ebenen Tensoren tiber, so brauchen wir nur die angegebenen 
Entwicklungen auf zwei Koordinaten beschranken. Wir deuten dies durch griechische 
Buchstaben als Indizes an und so sind beispielsweise x, die Koordinaten x, und a, 
eines Punktes in der Ebene. An Stelle des Transformationsgesetzes (1) tritt jetzt 


Ly, = Ax Bp XB + bx. (16) 
In der Abb. 1 sind zwei Koordinatensysteme 1, 2 und 1, 2 gezeichnet, mit dem Winkel Y 
zwischen der 1-Achse und der 1-Achse. Es ist 


— (%1, %2) _ (CO> @, — sin y 
An B ee A te Q, cos a) (17) 
Aus (9) wird nunmehr 

Ax p Any = Op y> (18) 


wenn wir das Kroneckersche 6 wie durch (8) gegeben, jedoch unter Beschrankung 
auf die Werte 1 und 2 der Indizes verwenden. . 
Die Transformationsgesetze fiir ebene Tensoren lauten: 


Skalar: A=A, (19) 
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Vektor = Tensor (1): Ay ee as) A)), | (20) 
Tensor (2): Aga lg An. (21) 

usw. Fir die Addition und Subtraktion der Vektoren gilt 
Ca. = Aa + Ba, (22) 


in genau gleicher Weise wie fiir den Raum. Das allgemeine Produkt zweier Vektoren 
ist ein Tensor zweiter Stufe 


Aix Bg = Cup, (23) 
also ein Tensor mit den Koordinaten 
LeTAGR ATs 
Ca = (41 Be a Bl) (24 


Es 148t sich jedoch nicht jeder Tensor zweiter Stufe als Produkt zweier Vektoren 
darstellen. Das innere Produkt lautet in der Ebene 


A, Bei A, By + A,B, (25) 
und die Norm eines Vektors findet man mit 
Ave AL Ag Ae AS. (26) 


Aus 
GC, = (A, — Bz) (A, — B,) = A, A, —2A, By ae Be Bs 
findet man durch Vergleich mit dem Cosinussatz (Abb. 2) 
C? = A? + B?—2ABcosy, 
dal Abb. 2. 
Ae De =A Bony (27) 
ist, analog wie fiir raumliche Vektoren. 

Schwieriger ist die Ubertragung des 4uBeren Produktes auf ebene Vektoren, 
denn man kann in der Ebene keinen Vektor angeben, der auf zwei beliebige Vektoren 
senkrecht steht. Wir denken uns die Ebene in einen Raum verlegt und erganzen die 
1-Achse und 2-Achse durch eine auf die Ebene senkrechte 3-Achse zu einem raumlichen 
Koordinatensystem. Jeder ebene Vektor ist dann durch das Verschwinden seiner 
3-Koordinate, also durch 


A; a (Ay, A,, 0) (28) 
gekennzeichnet. Ebenso verschwinden alle 3-Koordinaten ebener Tensoren zweiter 
Stufe, so daB 

Aly pa Aa: (29) 
Die Transformation (16) des Koordinatensystems in der Ebene ist eine spezielle raum- 
liche Transformation, bei der die 3-Achse ihre Richtung behalt. Dafiir gilt 


Ay, 4. O 
Aj; = |G, Aq 0). (30) 
0) 02a 
Wirkt diese Transformation auf einen raumlichen Vektor C;, dann ist 
OC, = 4,,0; = ap Cz + a;3 Cs, (31) 


denn die Summation iiber 7 von 1 bis 3 laBt sich in eine Summation iiber B von 1 
bis 2 und das letzte Zusatzglied zerlegen. Die ersten beiden durch (31) dargestellten 
Gleichungen kénnen wir in der Form 


Cy = Gap Cp; (32) 
zusammenfassen, denn a,, und a,, verschwinden gemaf (30). Fiir ¢ = 3 erhalten wir 
| Cs = 33 0; = Cs. (33) 
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(32) ist identisch mit (20) und daher bilden die beiden Koordinaten C, und C, die 
Koordinaten eines ebenen Vektors C,. (33) stimmt mit (19) wberein und d. h., C, 
verhalt sich bei Beschrankung auf Transformationen in der Ebene wie ein Skalar. 
Das au8ere Produkt zweier Vektoren der Ebene stellt einen auf die Ebene senkrechten 
Vektor von der Form 
C,.==:(0, 10,36 2) (34) 

dar. Bei Transformationen, bei denen die 1- und 2-Achse in der Ebene bleiben, 
gilt (33) und daher verhalt sich das éuRere Produkt zweier ebener Vektoren wie ein 
Skalar. 

Es folgt dies auch aus (13), denn wegen A, = B; = 0 verschwinden in (13) alle 
Ausdriicke, in denen 7 oder k = 8 ist. Dies sind die Ausdriicke fiir 1 = 1 und 2 = 2, 
S0,0abse = C, =O; und nur 


Cs; = €310 A, By — €391 A, B, 


verbleibt und dafiir gilt wieder (33). Fiir ¢3,. und ¢3,, konnen wir ¢,g schreiben, wenn 
Or 
Exp = ie t a (35) 


ist. Dieser Tensor zweiter Stufe ersetzt den ¢-Tensor des Raumes, und das auBere 
Produkt der ebenen Vektoren ist dann 


C= Ex B Ag Bs, (36) 


denn wegen der Unveranderlichkeit von C,; kénnen wir auf den Index verzichten. 
Der Entwicklungssatz (15) nimmt in der Ebene die Form 
Exp Exy = Opy (37) 
an, wovon man sich am schnellsten durch Einsetzen der speziellen Werte fiir e,, 
und «,, tiberzeugt. 

In der Ebene ergibt die Uberschiebung des ¢-Tensors mit einem Vektor wieder 

einen Vektor. Setzen wir 
A, Exp = Bz, 
dann folgt 
B, = =A, und. By=—"A,. 
Wegen 
Ag Bp = A, t,7 Ap ==4() 

steht B, auf A, senkrecht und entsteht aus A, durch Drehung durch z/2 im positiven 
Sinn (Abb. 3). Man beachte die Stellung der Indizes im ¢-Tensor! Ks ist A, eg, = 
= — A, Ex B: 

Drehen wir den Vektor A, durch einen beliebigen Winkel gy, so kann man den 
entsprechenden Vektor B, nach Abb. 4 aus einem zu A, parallelen Teil 2A, = 
= 1A, 6g, und zu einem dazu senkrechten Teil uw Ag eg, zusammensetzen, wobei 
A= cosy und uw = sing ist, so daB 


B, = Ag (63,008 » + ég4sin y) = Ag Dz «xs (38) 
wenn wir den ,,Drehtensor‘‘ mit 


Dug = bag COS Y + Eag SiN P (39) 
bezeichnen. 

Die Zuordnung eines Punktes zu der komplexen Zahl a + 67 = re” geht so vor 
sich, da man in der Ebene von einem beliebigen Punkt ausgehend, die positive 
Richtung der reellen Achse festlegt, auf dieser vom Anfangspunkt ausgehend die 
Strecke + 1 auftragt und dann diese Strecke bei gleichzeitiger Streckung mit dem 
Faktor r durch den Winkel @ dreht. Vektoriell ist die Richtung der reellen Achse 
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mit der Einheitsstrecke durch einen festen Kinsvektor e, bestimmt (Abb. 5). Die 
Drehung durch den Winkel y wird durch Uberschiebung mit dem Drehtensor Dy p 
gemaB (39) bewirkt und die Streckung verlangt die Multiplikation von €p Dg mit r. 
Der zu dem Punkt weisende Vektor A, ist dann durch 
Ax = &8 Dp = ep XB «x (40) 
bestimmt, wobei 
Xap= 1 Dap = Oxpr cos + Expr sin p = Oaga + Exgb. (41) 
Auf diese Weise kann jeder Punkt der Ebene erreicht und festgelegt werden. An 
Stelle von Koordinatenachsen beniitzen wir den festen Einsvektor e, und die Koordi- 
naten dieses Systems sind die Tensoren X,,, die man deshalb auch als Koordinaten- 


tensoren bezeichnen kann. Wegen (41) weisen die Koordinatentensoren die besondere 
Eigenschaft auf, daB ; 


Xi, = Xy. und Xin = — Xa. (42) 


Abb. 5. 


Sie sind also im Gegensatz zu beliebigen Tensoren der Ebene durch bloB zwei Zahlen- 
angaben bestimmt. Statt die Vektoren zu addieren oder zu subtrahieren, kann man 
die Koordinatentensoren addieren oder subtrahieren. Ist z. B. 


Anve= C; Ape UNG b= Or) 4... 
dann ist 


A, + Bz = eg Xpa + eg Vp9 = ég (Xpa+ Teas). (43) 


Ahnliches gilt aber nicht fiir die Multiplikation. Das Produkt zweier Koordinaten- 
tensoren 


Xap Vey = Zay (44) 
ist selbst wieder ein Koordinatentensor. Ist X,, durch (41) und Y,, durch 


Vos = C Oxp — d &xp 
gegeben, dann ist 


Xap Vpy = (4 bag + 6 ap) (¢ Opy + d ey) 
= ac Oup Op y + be Exp Op y — a dong py a bd Ex BEB y- 


[ dae Opy = xy | (45) 


gemaB der Definition des 6-Tensors und wegen (37) 
0) 


Sap Opy = Exy und Ong Epy = Exyy 


Nun ist aber 


Ferner gilt 


so dab 
Xap Vey = (a.c —bd) Oxy + (be +44) Exy, (47) 
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also wieder ein Koordinatentensor ist. Bei der Addition, Subtraktion und Multi- 
plikation von Koordinatentensoren entstehen also immer wieder gleichartige Tensoren. 
Es ist daher kein Irrtum méglich, wenn man bei solechen Rechnungen die Indizes 
weglaBt und statt (47) 


XY =(ac—bdjb+(be+ad)e (48) 
schreibt, sofern man nur beachtet, daB 
OG ==0; (49) 
$6= —0 (50) 
und 
ep = ool" (51) 


ist. Aus (49) und (51) erkennt man, daB sich 6 genau so verhalt wie 1, denn es ist 
1-11 und 1-e=e-1 =e, wahrend ¢ wegen (50) durch j = //— 1 ersetzt werden 
kann. Damit sind wir aber dazu gelangt, die Koordinatentensoren als komplexe Zahlen 
zu schreiben. Nach (41) ist 

X=a+bj und Y=c+da 
und 

XY =(ac—bd)+j(ad+be). (52) 

Die Gleichheit des Verhaltens der Koordinatentensoren und der komplexen Zahlen 

148t sich von der Addition und Multiplikation ausgehend auch fiir alle anderen Arten 
von Verkniipfungen, also insbesondere fiir Potenzen und Quotienten zeigen. Wir kénnen . 
Koordinatentensoren und komplexe Zahlen deshalb als vollstandig identisch ansehen, 
und d. h. komplexe Zahlen sind spezielle ebene Tensoren zweiter Stufe, die der Be- 
dingung (42) gentigen.2?, Das Produkt zweier komplexer Zahlen ist identisch mit der 
Uberschiebung zweier Tensoren zweiter Stufe und daher wieder ein Tensor zweiter 
Stufe.. Will man das auBere oder innere Produkt der zu den Punkten weisenden 
Vektoren berechnen, dann mu’ man auf die Darstellung dieser Vektoren durch (40) 
zurickgreifen und erhalt z. B. fiir das innere Produkt: 


Ag Boers 6p vg 
= 6 (4 Opa + 5 &pa) ey (C Oya + a eye) 
= pe, (ac 6g, + bee, +adeg+ bd dz,) 
= ege, [((ac + bd) dg, + (bc + ad) &y,] 
= ges (ac + bd), 


da ge, verschwindet. Wegen é, es = 1 ist 


A, B,= ac bd. (53) 
Die Norm eines Vektors ist dann 
A? =A,A,= +E, (54) 


identisch mit Det X,,. 
Jetzt wird auch das Verhalten komplexer Zahlen gegeniiber Koordinatentrans- 
formationen verstandlich. Wir kénnen zwei Arten von Transformationen erkennen. 


* Diese Erkenntnis ist keineswegs neu. Siehe z. B. Spielrein: Vektorrechnung, 2. Aufl., 
8. 347. Stuttgart: Verlag Konrad Wittwer. 1926. Die symbolische Schreibweise verhinderte aber 
vermutlich die weitere Verbreitung dieser Erkenntnis, da sich in ihr der Ubergang von den 
Vektoren zu den komplexen Zahlen nur sehr kinstlich herstellen laBt, wie z. B. die S. 26 bis 48 
des genannten Buches zeigen. Siehe auch Kneissler-Maixdorf: Einfihrung in die Anwendung 
der Matrizenrechnung auf quasistationire Wechselstromvorgainge. Elektrotechn. u. Maschinenbau 
58, 308 (1940). 
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Im ersten Fall bleibt e, in der Ebene fest und wir transformieren nur das Koordinaten- 
system (Abb. 6), in dem e, dargestellt ist. Wegen der Unveranderlichkeit der Koordi- 
naten von 6, und é,, bei einer Bewegung des Koordinatensystems gilt 


Xap = Xap. (55) 
Wohl andern sich die Koordinaten von e, auf é, und damit A, auf A,, aber der 
Koordinatentensor X,, bleibt nach (55) unverandert und damit auch die zugehorige 
komplexe Zahl. Fir die komplexen Zahlen ist diese Transformation uninteressant, 
da e, und damit die reelle Achse in der Ebene fest bleiben. Anders ist dies, wenn 
wir das Koordinatensystem festhalten, aber ¢, in der Ebene drehen (Abb. 7). Damit 
andern sich die Winkel zwischen e, und den zu 
den Punkten zeigenden Vektoren A,. Folglich 


2 
| Aa* aXpa “0p Spa 


Reet YA la 
a 
\ a 
7 
Abb. 6. Abb. 7. 


andern sich die Koordinaten der Drehtensoren und damit die der Koordinatentensoren 
und die zugehérigen komplexen Zahlen. HeiBt der die neue reelle Achse bestim- 
mende Einsvektor 7,, dann ist jetzt 
A= 1p Fp0, 

wobei 

Fae =7rcosy dag +7sin y ag + Xa eg. 
Von dieser Veranderung wird offensichtlich auch das Produkt zweier komplexer 
Zahlen betroffen und daher ist dieses Produkt gegeniiber einer solchen Transformation 
nicht invariant. 

Die Ergebnisse der Untersuchung lassen sich jetzt in folgenden Worten zusammen- 
fassen: 

Komplexe Zahlen sind keine ebenen Vektoren, sondern sie verhalten sich wie 
ebene Tensoren zweiter Stufe spezieller Art, in deren Matrix die Glieder der Haupt- 
diagonale gleich, die der Nebendiagonale entgegengesetzt gleich sind. Durch Uber- 
schiebung dieser Tensoren mit einem festen EKinsvektor lassen sich daraus ebene 
Vektoren gewinnen. Tragt man diese vom Anfangspunkt des festen Einsvektors auf, 
so gelangt man zu den Punkten, die die komplexen Zahlen reprasentieren, wenn der 
feste Einsvektor mit der Einheitsstrecke der reellen Achse zusammenfallt. Man kann 
die speziellen Tensoren und damit die ihnen zugeordneten komplexen Zahlen als 
tensorielle Koordinaten der Punkte und Vektoren auffassen. Bei der Addition und 
Subtraktion ist der Koordinatentensor einer Summe oder Differenz von Vektoren 
gleich der Summe oder Differenz der den Vektoren zugeordneten Koordinatentensoren. 
Die Produkte dieser Tensoren sind Tensoren der gleichen Art, so wie das Produkt 
zweier komplexer Zahlen wieder eine komplexe Zahl ist, und dieses Produkt ent- 
spricht weder dem inneren, noch dem auf eren, noch dem allgemeinen Produkt der 
zugeordneten Vektoren. ; 
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Wenn man in der Schwingungstechnik oder Wechselstromtechnik die den komplexen 
Zahlen mit Hilfe der den Koordinatentensoren zugeordneten Vektoren zeichnet, dann 
stellt man richtige Vektoren durch orientierte Strecken dar. Die Vektordiagramme 
tragen also ihren Namen mit Recht. Die Deutung als zeitveranderliche GroSen andert 
daran nichts. Wenn man diese Deutung aber durch einen besonderen Namen, wie 
Zeiger, ausdriicken will, so ist dagegen nichts einzuwenden. So lange man sich auf 
die Addition und Subtraktion dieser Vektoren beschrankt, kann man diese Operationen 
auch rechnerisch mit Hilfe der zugeordneten komplexen Zahlen verfolgen. Fiir die 
Bildung von Vektorprodukten sind die komplexen Zahlen aber nicht geeignet, man 
muB in diesen Fallen zur gewohnlichen Koordinatendarstellung der Vektoren zuriick- 

ehen. 
E Ein wesentlicher Grund fiir die 6fter auftauchenden Schwierigkeiten scheint vor 
allem darin zu liegen, daB man mit demselben Buchstaben bald den Vektor, bald den 
zugehorigen Koordinatentensor meint, so daB z. B. X bald fiir den Vektor x, = e, Xga, 
bald fiir den Tensor X,, steht. 


Zweiter Teil. 


Jetzt wollen wir den Vergleich von komplexen Zahlen mit Vektoren auf verander- 
liche GréBen, besonders auf FeldgréBen, ausdehnen, da ebene Felder ebenfalls die 
Behandlung mit komplexen Zahlen erlauben. Wir erinnern, da8 im Raum eine Feld- 
groBe A... eine Funktion der Koordinaten des Punktes x,, in dem die Gro8e wirkt, 
ist, daB also 

A... =A, , (X1, %, %3) = A... (py). (56) 


Die Punkte nach A deuten an, da die FeldgréBe ein Tensor beliebiger Stufe sein 
kann. Ist die FeldgréBe ein Skalar, dann gilt 
Ai= A(x;): (57) 


Ist sie ein Vektor, dann ist jede der drei Koordinaten A; des Vektors durch eine 
Funktion 


A; = A; (%») (58) 
gegeben. Ein Tensor zweiter Stufe als Feldgré8e ist durch die neun Funktionen 
A;; = A;; (%5) (59) 


beschrieben. Jede dieser FeldgréBen ist eine Funktion von drei Veranderlichen 2,, 
Xz, %3 und sie unterscheidet sich von einer Funktion von beliebigen Parametern da- 
durch, daB die Veranderlichen x; im Falle einer Transformation des Koordinaten- 
systems ebenfalls zu transformieren sind. Daraus folgt der wichtigste Satz der Feld- 
theorie, da die Differentialquotienten einer FeldgréfBe nach den Koordinaten des 
Punktes, in dem sie wirkt, einen Tensor einer um 1 héheren Stufe darstellen. Ist 
namlich z. B. ein Tensorfeld durch die neun Funktionen (59) gegeben, dann erhalten 
wir durch Differentiation nach x, ein System von 27 Differentialquotienten 


Oxy, © 
Differenzieren wir (4) nach x,, so ist 
dA;; aA 
oes 7 (tes aes : (60) 


Nun soll aber A,, nicht als Funktion der Koordinaten x}, sondern als Funktion der 


Koordinaten x; gegeben sein. Dann ist 
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GAig Poh Od saitoa, 


“Da 
OX, Oi, Ox, ey 
Differenzieren wir (1), so erhalten wir zunachst 
On, Ox; 
Gee Oe 
oder 
x, 
Oink = Wis Baty’ (62) 


denn es ist a gleich 1 oder 0, je nachdem 7 = k oder nicht. Wir tiberschieben (62) 


mit a;,, so daB 


Air O7~¢ = Uy Ay — 
und wegen (9) ist dann i 
au 0a; Oat, 
Arr Or j Oa, Om,” (63) 
Setzen wir jetzt in (60) und (61) ein, so folgt: 
aA,; aA 
Ga, =x a; Dp A; p Agr ee ? (64) 


, 


also gerade das Transformationsgesetz fiir Tensoren dritter Stufe. In genau gleicher 
Weise wiirde der Beweis fiir einen Tensor anderer als zweiter Stufe verlaufen. Man 
nennt den durch die Differentiation entstehenden Tensor den Gradiententensor. 
Der Gradiententensor eines Skalars ist ein Vektor 


0A 
der eines Vektors ein Tensor zweiter Stufe 
nad, 
Ca (66) 


usw. 

Man unterteilt die Vektorfelder, die uns hier in erster Linie interessieren, nach 
den Eigenschaften des zugehérigen Gradiententensors. Der durch Verjiingung 
von G;, entstehende Skalar 


aA; (67) 


Ox, 


Gi: a 
ist die Divergenz des Vektors, wahrend man durch Uberschiebung mit dem ¢-Tensor 
den Rotor erhalt. Er ist ein Vektor 

Rk; — €; ; eee I (68) 
i 


Man unterscheidet vier Typen von Feldern: 
1. Laplacesches oder quellen- und wirbelfreies Feld G;;= 0, R; = 0. 
2. Poissonsches, wirbelfreies oder reines Quellenfeld G;; + 0, R; = 0. 
3. Solenoidales, quellenfreies oder reines Wirbelfeld G;; = 0, R; + 0. 
4, Allgemeines Feld G;, +0, fi,> 0. 


Jeder Vektor A,, dessen Rotor verschwindet, laBt sich als Gradient eines Skalars, 
seines Potentials U darstellen, so dab 
oU 0A 


= he ea ae 6 
A.= ar, wenn &; 5% a, 0, (69) 
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was im Falle 1 und 2 zutrifft. Anderseits 1aBt sich jeder Vektor, dessen Divergenz 
verschwindet, als Rotor eines anderen Vektorfeldes seines Vektorpotentials W, dar- 
stellen, so dah 


Bee den 70 

A, = 635% ai,’ wenn =a (70) 

also in den Fallen 1 und 3. 
Gehen wir jetzt zur Ebene iiber, so bleiben alle Beziehungen aufrecht, wenn wir 


die Werte der Indizes auf 1 und 2 beschranken, was wieder durch Verwendung von 
griechischen Buchstaben ausgedriickt werden soll. Es ist dann z. B. der Gradient 


0A 


Ge * 0x,” ye 
der Gradiententensor 
aA, 
Gap 10a,’ (72) 
die Divergenz 
aA, 
Gan = Fy (73) 
Der Rotor ist jetzt durch den Skalar 
0A 
R= Exp ae (74) 


gegeben. Ist namlich A; ein ebener Vektor und betrachten wir nur Punkte der Ebene, 
dann kénnen in (68) die Indizes 7 und k nur die Werte 1 und 2 annehmen. Af; ist 
dann nur fiir 1 = 3 von Null verschieden. Somit ist R; ein auf die Ebene senkrecht 
stehender Vektor und ein solcher verhalt sich im ebenen Feld wie ein Skalar. 

An die Stelle von (69) tritt fiir das wirbelfreie Feld 


oU 0A 3 
way == “Om,” wenn Ea p “Oh, = 0, (75) 
wahrend im quellenfreien Feld 
GW! ae 0A, 
A845 “Oiiy gilt, wenn oe a= (). ‘ist, (76) 


An die Stelle des Vektorpotentials tritt der Skalar W. Man kann zeigen, daB in 
einem raumlichen quellenfreien Feld, das langs der 3-Achse unverandert ist, stets 
ein Vektorpotential existiert, welches parallel zur 3-Achse ist und dessen einzige 
nicht verschwindende Koordinate W, den Wert W hat. Wir kénnen W deshalb das 
Vektorpotential des ebenen Feldes nennen. 
Ist in der Ebene ein skalares Feld U = U (a,, x.) gegeben, dann besteht ein 
Vektorfeld 
oU 
A oo Om, 
und dieses Feld ist wegen (75) wirbelfrei. Wir kénnen aber aus U noch ein zweites 
Vektorfeld ableiten, indem wir — U als Vektorpotential auffassen (die Wahl des 
Vorzeichens ist dabei nicht wesentlich). Dieses Feld ist durch 
ae Uae) eu -— 

So US MET Mesa = Ag & a (77) 
gegeben. Das heifit das zweite Feld entsteht aus dem ersten durch Drehung um 90° 
im positiven Sinn, indem in jedem Punkt der Feldvektor A, um 90° gedreht wird 
(Abb. 8). Wir nennen manchmal das erste Feld (A,) das Hauptfeld und das zweite 
Feld (B,) das Querfeld. Fir das Querfeld gilt 
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OB aA aA, aA, 


iaes Y 
Taam fark] Benes veal Sor ma (78) 


Ex Bp 


d. h. der Rotor des Querfeldes ist gleich der Divergenz des Hauptfeldes. 
Ware das Hauptfeld quellenfrei, dann kénnte es nach (76) mit Hilfe eines Vektor- 
potentials W ausgedriickt werden, dann existiert ein Querfeld 


ow 
B= cm (78a) 
fiir das W das skalare Potential ist. Aus (76) folgt 
Ay = Ex p Bg 


und nach nochmaliger Uberschiebung mit 
Axtay-= ay gp By = 0,5 Bs'= B,, (79) 
so daf} auch in diesem Fall das Querfeld durch Drehung durch 2/2 aus den Vektoren 
des Hauptfeldes entsteht. B, ist wirbelfrei und seine Quellen sind durch 
OB, OA, , aA 


pees € B 
ss a 
Ou y 0x, On, 


(80) 


U, U 
W, lu fy J 


Abb. 8. Abb. 9. 


bestimmt. Die Quellendichte des Querfeldes ist gleich der negativen Wirbeldichte 
des Hauptfeldes. : 

Ein allgemeines Feld kann man stets in ein Quellen- und ein Wirbelfeld zerlegen 
und dann die eben angestellten Betrachtungen auf jedes dieser Teilfelder anwenden. 
Es folgen dann daraus die Satze: 

Zu jedem ebenen Vektorfeld A, gibt es ein zweites, dessen Richtungen aus denen 
von A, durch Drehung um 90° entstehen. Die Quellen von A, sind die Wirbel 
von B,, wahrend die Wirbel von A, die negativen Quellen von B, bilden. Leitet 
sich das Hauptfeld A, von einem skalaren Potential U ab, dann ist — U das Vektor- 
potential des Querfeldes B,. Ist das Hauptfeld als Rotor eines Vektorpotentials W 
darstellbar, dann ist W mit dem skalaren Potential von B, identisch. Ist das Haupt- 
feld quellenfrei, dann ist das Querfeld wirbelfrei und umgekehrt. Ist im besonderen 
das Hauptfeld quellen- und wirbelfrei, dann ist es auch das Querfeld. Die Feld- 
linien des Querfeldes sind in allen Fallen die orthogonalen Trajektorien, also die 
Niveaulinien des Hauptfeldes und umgekehrt. Die Abb. 9 zeigt diese Kopplung 
zweier Felder fiir den einfachen Fall des Feldes eines Quellpunktes bzw. eines Wirbel- 
punktes. 

Haben wir nun ein Laplacesches Feld A, gegeben, so 1aBt sich dieses sowohl als 
Gradient eines skalaren Potentials U, als auch als Rotor eines Vektorpotentials W 
darstellen. Es ist dann 
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oU ow 
A. = an, = (Sip /i1 Oat, (81) 
Daher ist 
d y 
OAs Oly (U Ou a W exp) 
oder 
@ il ae OX 4g 
AA sms dary Oy (U Oa _ W exp) = a (82) 
mit 
i 
Aap = gi(U Ogg sa)W- cag): (83) 


2 
X,, ist ein Tensor zweiter Stufe, der die gleichen Eigenschaften aufweist wie die 
im ersten Teil behandelten Koordinatentensoren. Man kann ihm ebenfalls eine 
komplexe Zahl zuordnen 


X= 5(U+iW) (84) 


und diese als komplexes Potential auffassen. Es ist aber tiblich, als komplexes Potential 


den doppelten Wert 
Z=U4+iW (85) 


zu bezeichnen. Der Feldvektor des Hauptfeldes A, ist der Gradient des Realteiles 
und der Rotor des Imaginarteiles, wahrend der Vektor des Querfeldes der Gradient 
des Imaginarteiles und der negativ genommene Rotor des Realteiles ist. U und W 
sind beide Funktionen der Koordinaten x, und x, oder x und y, wenn wir zur iiblichen 
Bezeichnung der Koordinaten in der komplexen Darstellung iibergehen. Dann ist 


oU oU 
A, 024 Ox 
und gleichzeitig 
ee i oe i 
A,= E12 025 ie = 02, aa ay - B,, (86) 
ebenso 
OU Ba et: 
ti luto oy 
und 
oWids ueeoigom 
Aln==-854 is = Bi (87) 
Daraus folgen die Beziehungen 
A, 2b omoder OU ae edule 
Ox oy (88) 
nel ou ow 
A, = — B, oder See an 


die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, deren Inhalt mit der Aussage 
identisch wird, dafs Haupt- und Querfeld Laplacesche Felder, also quellen- und 
wirbelfrei sind. 

Somit haben wir auch den liickenlosen Zusammenhang zwischen der vektoriellen 
und der komplexen Darstellung der ebenen Felder hergestellt. Da dazu (81), also 
das gleichzeitige Bestehen eines skalaren und eines Vektorpotentials fiir das Feld 
Voraussetzung war, so folgt, da nur die Laplaceschen Felder einer komplexen Dar- 
stellung zuganglich sind. Die bei dieser Darstellung benutzten komplexen Potentiale 
sind Tensoren von der Art der Koordinatentensoren. Der Realteil des komplexen 
Potentials ist mit dem skalaren Potential des Feldes identisch, wahrend der Imaginar- 
teil mit dem Vektorpotential des Feldes iibereinstimmt, das sich in der Ebene ebenfalls 
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wie ein Skalar verhalt und identisch ist mit der in der Potentialtheorie verwendeten 
Strémungsfunktion. 


Man wird natiirlich die komplexe Darstellung der Felder vorziehen und nur dort 
auf die analytische Darstellung zuriickgreifen, wo die komplexe Darstellung versagt, 
also bei Quellen- oder Wirbelfeldern. Die gezeigten Zusammenhange sollen vor allem 
dazu dienen, den Ubergang zwischen beiden Darstellungen und damit auch zu den 
Felddarstellungen des Raumes zu vermitteln. 


(Hingegangen am 21. Juni 1948.) 


Riickstrahlung von Reflexionskérpern in Wellenfeldern. 
Von ©. L. Kober, Wien. 
Mit 1 Textabbildung. 


Zusammenfassung. Durch die Radartechnik ist die asymptotische Berechnung der Riick- 
strahlung von beliebig geformten Reflexionskérpern in Wellenfeldern von gréBtem Interesse 
geworden. Eine Berechnungsmethode, die mit den Mitteln der Beugungstheorie arbeitet, versagt 
sofort, wenn die Riickstrahlkérper andere Gestalt haben als die von einfachen geometrischen 
Korpern, wie Kugel, Zylinder, Ellipsoide. Die vorliegende Arbeit lést das Problem dadurch, 
da entsprechend der Methode der thermodynamischen Optik die Riickstrahlung durch ein 
Fourier-Integral beschrieben wird, dessen Eigenschaften zum Begriff des optischen Freiheits- 
grades der Rickstrahlung fihrt; mittels des Freiheitsgrades wird gezeigt, wie man nicht nur die 
Riickstrahlung sehr genau beschreiben, sowie Reichweitenformeln fiir ein Radargerat gegen be- 
stimmte Ziele ermitteln kann, sondern dartiber hinaus auch fernerliegende Aufgaben, wie Anzahl 
der Eigenschwingungen beliebig geformter Hohlréume, Formeln fir den elektrischen oder 
akustischen Nachhall in diesen gewinnt. 

Das Wesen der Arbeit ist die Einfiihrung einer prinzipiell neuen Betrachtungsweise, die bei 
komplizierten geometrischen Formen der Riickstrahlkérper deren Riickstrahl, Beugungs- 
erscheinungen in asymptotischer Weise zu berechnen gestattet. 


Summary. The radar technique has imparted a very great importance to the asymptotic 
calculation of the radiation reflected from bodies of arbitrary shape located in undulatory fields. 
All methods of calculation, based on the laws of diffraction, fail to give satisfaction unless the 
bodies are of simple geometrical shape, such as ball, cylinder, ellipsoid, and the like. Here this 
problem has been solved conformably to the methods of thermodynamical optics by developing 
a Fourier integral, the properties of which lead to the notion of the optical degree of freedom 
as applied to reflected radiation. By means of this notion of the degree of freedom it is possible 
not only to exactly describe reflected radiation, and to develop formulas concerning the active 
range of a radar station in regard to specified targets, but also to solve farther-reaching problems 
such as the determination of the natural frequency (period of natural vibration) for cavities of 
any shape, as well as the development of formulas concerning the acoustic and electric echos 
in same. 

The essential! feature of this treatise consists in the introduction of a substantially novel method 
which permits of calculating by asymptotic approximation the reflexion and diffraction phenomena 
in case of reflecting bodies of intricate geometrical shapes. 


Résumé. La technique du radar a donné une grande importance au calcul (asymptotique) 
du rayonnement réfléchi par un corps de forme quelconque placé dans un champ ondulatoire. 
Toute méthode de calcul basée sur les phénoménes de diffraction cesse d’étre applicable dés que 
les corps réfléchissants ont des formes autres que les formes géometriques simples, comme sphere, 
cylindre, ellipsoide, ete. Nous avons résolu le probléme, conformément aux méthodes de Yoptique 
thermodynamique, en décomposant le rayonnement réfléchi en série de Fourier dont les propriétés 
conduisent & la notion de degré de liberté optique; on montre alors comment il est possible a 
Paide de cette notion non seulement de décrire exactement le rayonnement réfléchi et d’établir 
les formules de portée d’un radar ayant une direction donnée, mais encore de résoudre d’autres 
problémes comme la détermination de la fréquence des oscillations propres @une cavité de forme 
quelconque, des formules relatives aux échos électriques ou acoustiques auxquels elle donne lieu. 

L’essentiel de ce travail consiste en l’introduction d’un mode opératoire nouveau dans son 
principe qui permet de calculer avec une approximation aussi grande que lon veut les phénoménes 
de réflexion et de diffraction pour des corps réfléchissants de formes géometriques méme 
compliquées. 
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I. Aufgabenstellung. 


Die Riickstrahlung von Reflexionskérpern in Wellenfeldern ist ein Problem, das 
mathematisch einwandfrei bisher nur in der Beugungstheorie, speziell in der Akustik 
und in der Optik triiber Medien, behandelt wurde. 

Die neuere Technik, insbesondere die FunkmeBtechnik (Radar), die zerstérungs- 
freie Werkstoffpriifung mit Ultraschallimpulsen nach der Echomethode, die 
Elektronenoptik, die akustische und elektrische Nachhalltheorie (z. B. Anregung 
von Topfkreisen durch elektrische Funken als Sender), elektrisches Fernsehen durch 
Abtastung des Objektes mit einem gebiindelten Wellenstrahl und bildliche Dar- 
stellung der reflektierten Strahlung und andere moderne Anwendungen machen 
eine neue Theorie dieser physikalischen Erscheinungen nétig, deren Formeln fiir die 
technischen Anwendungen nach Art von Faustformeln wirklich tragfahig sind. 
Unmittelbare Anschauung muB8 in den Formeln ausgedriickt werden, um dem Techniker 
neue Wege aus dieser physikalischen Erkenntnis aufzuzeigen. 

Man hat wahrend des Krieges, insbesondere in Deutschland nach einem Vorschlag 
von W. Runge, versucht, die Mannigfaltigkeit der Riickstrahlerscheinungen, ins- 
besondere von Funkme8zielen, durch eine Anzahl N von ,,gleichwertigen“, abge- 
stimmten Dipolen zu beschreiben; es zeigte sich jedoch insbesondere bei den dm- 
und cm-Wellen, da8 in diesen Gebieten diese Methode versagt und nicht einmal 
imstande ist, den Frequenzgang der Riickstrahlung wenigstens qualitativ wieder- 
zugeben. 

In einem heute etwas wenig beachteten Zweige der Thermodynamik, der thermo- 
dynamischen Optik, die insbesondere an die Namen Plank, v. Laue und Landé 
gekniipft ist,1 liegt nun ein mathematischer Apparat vor, der dank seiner durch die 
thermodynamische Betrachtungsweise unter Bentitzung des Begriffes des Freiheits - 
grades der Strahlung gegebenen phanomenologischen Anschaulichkeit allen oben 
aufgezeigten Anforderungen entspricht und fiir vorliegenden Zweck nur in die Sprache 
der modernen technischen Probleme tibersetzt werden muB. 

Dies wird in der vorliegenden Arbeit gezeigt. 


II. Physik der Riickstrahlung von einem oder mehreren Riickstrahlkérpern. 
1. Die Strahlung von N-Riickstrahlern und deren FunkmeBreichweite. 


Wir gehen sinngeméfB von der alten Rungeschen Anschauung aus, da ein be- 
liebiger Riickstrahlkérper durch eine N-gliedrige Mannigfaltigkeit von abgestimmten 
Dipolen ersetzt werden kann und betrachten daher N-Dipole, die in einem Raum- 
volumen V beliebig verteilt sind, mit einer Riickstrahlung, die von einer Antenne 
mit der Flache 

Af = Aé- An (1) 
empfangen wird. Es wird sich zeigen, dafi im Gegensatz zu dem Rungeschen Bild 
die GréBe des gesamten empfangenen Riickstrahles nicht von N abhangt. 

Der FunkmeSsender bestrahle die N-Dipole mit der Frequenz » und der Band- 
breite Av, die durch die Impulsmodulation bedingt ist. Gefragt wird nun nach der 
Anzahl der Angaben, die die Schwingungsamplitude A (», &,7) des Riickstrahles 
einer bestimmten Polarisation auf der Empfangsantenne Af in jedem ihrer Punkte 
festlegt. A mu8 sich dabei aus den Betragen jedes einzelnen der N-Riickstrahler 
zusammensetzen. 

Sei die Entfernung der einzelnen Strahler vom Antennenmittelpunkt als 
Koordinatenursprung mit den allgemeinen Koordinaten (€, 7) gleich r,, so ist: 


* Vgl. die Darstellung im Handbuch der Physik von H. Geiger und K. Scheel, Bd. XX, 
8. 453, Artikel Landé. 


Rickstrahlung von Reflexionskérpern in Wellenfeldern. 237 


2ujv(t—rp/¢) 
? 


N 
A (v, &,) = S) ax (r) € (2) 
1 


wo ¢ die Zeit und ¢ die Lichtgeschwindigkeit bedeutet. Entwickelt man A (v, €, 7) 
im Bandbreitenintervall 


Yq —Av[2... 9 + Av/2 (3) 
liber die Antennenflache 
§5 —Aé/2 ....- S94 AG/2, (3a) 
nine ; ; No —An2... 49 + An/2 (3b) 
in eine Fourierreihe 
35 ZA a (fat &—Sp 1% 
A gas Sp So F,, ea Re cope sare Marg ) (4) 


so ist der Fourierkoeffizient gegeben durch 
Gigi Op Igt2 Sani) 
pv + Ay/, rE + 4E/, n+ An/s 
1 é mate 
Bake — A,As Ag | dy dé dn A (», é, 9) exp {— 2273 (s ee a 
vy—Av/yy E—AE/ge/ n— An], 
fas am 
Der Exponent in (2) kann nun geschrieben werden: 
v(t —r,|c) = Vv (¢ —1,°/c) + (v —%)t —(v —%) “ <= [(§ —§So) &e + (4 —1) Bx], (6) 


wo «;, 6, die Richtungskosinus der Verbindung 7,° des k-ten Dipols mit der Antennen- 
mitte bedeuten. Setzt man (6) in (5) ein, erhaélt man: 


N yeh, ised °/c) 


Shae ee ber ia re far [ae [ay ay) ») exp{— 22 j 7> 


A Wisse. _n— A 
= ate ti ae einen ear 


Wir nehmen nun zur Ausfiihrung der Integration an, dai die a, (v) konstant seien 
(Breitbandigkeit der Dipole innerhalb der Modulationsbandbreite My des Funkmeb- 
Impulssenders); diese Annahme ist in praxi stets erfullt. Dann ergibt die Auflésung 
der Integrale: 


Ft (t 4» — 


N ‘ 
Me / Qujv(t—r, Ye) sin w(s + t Ay — 1,° Av/c) 
Peoa = DJ ayve a (s +t Avy—r,° Av/c) & 
1 
‘sin 2 (p — a % Aé/c) 4 ‘sin (¢ — Bx % An|e) (8) 


7 (Pp — oO}, ¥ A/C) a (q — By % An/e) 

Diese Fourierkoeffizienten treten nun in einer Gesamtzahl Z auf, die der Zahl 
der Bestimmungsstiicke der Feldstarkenamplituden auf der Empfangsantenne ent- 
spricht, also der Anzahl der Freiheitsgrade der empfangenen Strahlung. Diese 
Zahl ist wesentlich kleiner als N. Wir wollen nun Z bestimmen. 

Von den F,,, verschwinden von vorneherein eine grofe Anzahl; um dies zu 
zeigen, teilen wir den Raum V um / herum durch die Kugelschar 

G)pes ae ¢ 
ae! ay peti (9) 
und die beiden Kugelscharen 
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(p) ¢ 

aN = ——— p 
oe 09 
OY 

p Yq An q 


in Zellen ein, die um so kleiner sind, je gréBer Ay, AE, Jy sind. Diese Zellenecken bilden 
ein System von ee ue spq, wobei zu jedem Gitterpunkt ein Wert F,,, gehort. 
Der k-te Strahler, der von £, 7) aus die Koordinaten r;,°; «,; 6, besitzt, teilt den Raum 
nun in Schalen, die den k-ten Strahler umgeben. 

Die erste Schale besteht aus 2° Gitterpunkten, das sind 8 Ecken der den Strahler 
umgebenden Zelle. Die zweite Schale besteht aus 4°—2°, die dritte aus 6°—(4*— 
—28) Gitterpunkten usw. 

Der Beitrag des k-ten Strahlers zu einem Werte 4,,, ist um so kleiner, je groBer 


der Nenner 
s+ Avt —Aprie-7,°; (ye Ons ee Bx 


in (8) ist. Offensichtlich tragt der k-te Dipol am meisten zu denjenigen 4,,, bei, 
die zu den 8 Gitterpunkten seiner eigenen Schale gehdren, die ihn unmittelbar umgibt. 
Je mehr Schalen zwischen ihm und einem Gitterpunkt spq liegen, um so kleiner wird 
der Beitrag. 

VergroBert man die Antennenfliche 4v, 4é, An, d. h. steigert die Auflésung 
wie z. B. bei elektrischem Fernsehen oder der elektrischen Kontur- und Bildabtastung 
von Zielen, bleibt zwar die Anzahl der endlichen A,,, erhalten, jedoch schrumpit 
durch die gréBere Antennenbiindelung das Raumgebiet der beitragleistenden Gitter- 
punkte erheblich. 

Physikalisch kann man die vorstehende Methode folgendermafen interpretieren : 
Der Ausdruck (8) fiir die Fourierkoeffizienten besitzt drei sin-Faktoren, die eine 
raumlich stehende Welle beschreiben. Der Ausdruck (9), der nun Kugelwellen ein- 
fiihrt, gestattet es, in den an und fiir sich fortschreitenden Wellen ,,Momentauf- 
nahmen“* zu machen (Reduktion auf stehende Wellen) ; nun bedeutet das anschlieBende 
Abzahlverfahren nichts anderes als Zahlung der ,,momentanen“ Wellenmaxima um 
einen Strahler, die sich im kurzen Augenblick der Zahlung wie bestehende Wellen 
verhalten. Diese Anzahl der tatsachlichen Maximalerregungen ist offenbar verant- 
wortlich fiir die resultierende Gesamtfeldstarke, also gleich der Anzahl der Freiheits- 
grade. Dem ganzen Verfahren liegt die Auffassung zugrunde, da der Fourierkoeffi- 
zient (8), aus einer Integraldarstellung gewonnen, eine Schwebung unendlich vieler 
Einzelschwingungen ist. 

Liegen die N-Riickstrahler in einem Bereich, der etwa gleich ist dem Zielvolumen, 
oder bei den bekannten Stérkérpern aus Metallstreifen (Diippel) in einer Wolke, 


denen wir ein Volumen 
VA = 9 Ar AQ = 7 Ap A248. 


(10) 


zuschreiben, wo y = cos@ ist, so sind die in AV liegenden Gitterpunkte spq 
nach (9) eingeschlossen in 


—tAy + Sr <s<—tAv4 & (r+ Ar), | 
Shectck Sa <p< te (~ + Aa) r (10a) 
A A 
19s Ye | 
Durch Abzahlen erhalt man nun sofort die Anzahl der Gitterpunkte spq 


Ay 


A 
Ae = Ar? Aw" Ap = = Ar Ay Af AQ cos O. (11) 
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Dies ist somit die Anzahl der Angaben, die zur Beschreibung der Antennenerregung 
fiir den Riickstrahlempfang nétig sind, also die Anzahl der Freiheitsgrade. Diese 
ist ersichtlich unabhangig von N, sondern hangt von den Daten des Gerates und 
der Geometrie des Zieles ab. 
Beachtet man, da ‘ 
Ar Af cos O = V 


ist, vereinfacht sich die SchluBformel zu 

Ae = = AQ Ay V = “4407 | (12) 
wo Ai die Bandbreite des Gerites, V das Strahlervolumen, 42 die Antennen- 
biindelung darstellt. Somit haben wir durch diese phanomenologische Betrachtung 
eine SchluBformel erhalten, die allen Anforderungen des Technikers nach Einfachheit 
und Anschaulichkeit gentigt. Die Zahl Az nennen wir im folgenden kurz die Zahl 
der Freiheitsgrade. 

Um nun tatsachlich die Feldstarke auf 
der Empfangsantenne berechnen zu k6n- 
nen und damit die Reichweite des Funk- 
meBgeraites gegen beliebige Ziele zu be- 
stimmen, erinnern wir uns, da in der 
Thermodynamik z. B. die Energie einer 
Molekel mit z Freiheitsgraden bestimmt 
ist durch z mal Energie des Einzel- 
freiheitsgrades. Ebenso verfahren wir hier. 

Bekanntlich ist die Reichweite eines 
FunkmeSgeraites nach der Rungeschen 
Forme! unter Zugrundelegen der N-Dipol- 
theorie gegeben durch 


i | Ne 
Rem) = 05A yu 2: VF, (13) 


wo R die Reichweite in km, N die Ersatz- Abb. 1. 
dipolzahl des Zieles, N, die Sender-, Nz die 
Empfangerrauschleistung, F die Antennenflache und A den Ausbreitungsfaktor 
darstellen. 

Sinngem&B miissen wir nun N durch Z ersetzen und erhalten die neue Reich- 
weitenformel 


—>A/m) Arch. 5#0 


Rum = 2“ hx ee ai (14) 
wobei die Biindelung der Antenne 42 bekanntlich durch VF schon ausgedriickt ist 
und die sonstigen Groen durch Einsetzen aus Gl. (12) ermittelt sind. 

Vergleichen wir dieses Resultat mit der Erfahrung: An Hand der Abb. 1, die von 
Herrn Step, Telefunken, aus einer grofen Zahl von Messungen als Mittelwerte er- 
mittelt wurde, erkennt man, daB im Gebiete der groBen N das A-*-Gesetz ausgezeichnet 
erfiillt ist, das aus Gl. (12) hervorgeht. Fir dm- und m-Wellen gilt jedoch das 
1-8-Gesetz, das von der N-Dipoltheorie tiberhaupt nicht erklart werden konnte. 
Diese Aste der Kurve gehen kontinuierlich ineinander tber. 

Betrachten wir zunichst das Gebiet der m-Wellen und nehmen als Zahlenbeispie! 
ein Flugzeug mittlerer GréBe als Ziel an: 


Pease etm). «Ay == 10°Hz; AQ = 4a; V = 107 em’, 
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so erhalt man 
Az 4:2, 
was befriedigend mit Abb. 1 tibereinstimmt. 
Bei einer Wellenlange von 10 cm erhalt man fiir einen kleinen Gegenstand, z. B. 


y=3-10°Hz(A=100m); “Av=6-10°Hz; dAQ=—4an; V = 104 cm, 
einen Wert 
AG =O225, 
der durchaus noch Reichweiten entspricht, was bei m-Wellen aussichtslos ware. 
Demnach sind die cm-Wellen zur Ortung kleiner Ziele, wie U-Bootsperiskope, all- 
gemein besser geeignet als m-Wellen. 


2. Der Riickstrahl bei dm- und m-Wellen. 


Die Stepschen Versuche zeigen, da die einem Normalziel entsprechende Dipol- 
zahl N proportional A-* sinkt. 

Die Erklarung dieses Absinkens ist nach unserer Theorie sehr einfach: Das 
4-4-Gesetz fiir cm-Wellen erhielten wir durch Summierung iiber eine groBe Zahl N 
von Ersatzdipolen. In Gl. (2) wurde dabei angenommen, da die Feldstarke a (y) 
des Einzeldipols bei der Reflexion konstant und unabhangig von der Wellenlange 
sei. Bei m-Wellen wird dies jedoch nicht mehr erfiillt sein, vielmehr werden sich hier 
schon Resonanzerscheinungen auspragen, d. h. wir miissen an Stelle des konstanten a 
eine GréBe 

« (3) 
si, | 


(A, = Resonanzwellenlange des Dipols) setzen. Dadurch wird dann fiir dm- und 
m-Wellen die Gl. (12) zu 


Ad A? AQ V 
Az = (12a) 
und die Reichweitenformel (14) zu 
05 A ON ay fe : 
Dig 7h Vax) ce VF (14a) 


in Ubereinstimmung mit der Erfahrung nach Abb. 1. 


3. Freiheitsgrade des Impulses. 


Die Hinfithrung des Begriffes ,,Freiheitsgrad“ fiir die Bestimmung der Reichweite 
eines Riickstrahlgerates erfordert jedoch die Anwendung dieses Begriffes auch auf 
den ausgesandten und reflektierten Impuls selbst, um zu einer umfassenden Theorie 
zu kommen. 

Kine parallele Schar monochromatischer Strahlenkegel, deren Brennpunkte auf 
einer Antenne 4f liegen, bilden ein monochromatisches Strahlenbiindel; superponiert 
man nun Strahlenbiindel verschiedener Frequenz » innerhalb der Bandbreite Ay, 
kann man durch passende Phasen und Amplituden bekanntlich erreichen, da8 ein 
Impulswellenzug endlicher Lange und endlichen Winkels 4Q entsteht, der mit Licht- 
geschwindigkeit durch den Raum wandert (raumliche und zeitliche Biindelung). 

Hat der Impuls eine Lange von / Metern, also eine Dauer von 7 = I/c, so wird 
der Impulswellenzug dargestellt durch 


A (x) = ¥” A,, cos (20 9 a (15) 
b y 
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pr den Wellenlangen 1,, = 1/m. Zum Intervall 2 bis 2 + dd gehoren Reihenglieder, 
tur die 


1 l l | 
ist. Ihre Anzahl betragt 
a apeehied baa Lae 
At = 3a 5 =14 (=) = 7 4». (17) 


Fiir die raumliche Biindelung zum Unterschied von der zeitlichen findet man nach 
einer ahnlichen Rechnung 
Az" Af AQ cos O v? 
otis -—— 
Cc 
Multipliziert man (17) mit (18), erhalt man die Anzahl der Freiheitsgrade des Impuls- 
wellenzuges insgesamt 


(18) 


yee oe ee l Af AQ eeu cos O 
in Ubereinstimmung mit Gl. (11) fiir die Beschreibung des Riickstrahles. 
Daraus folgt: Ist der Zahlenwert von (19) gréBer oder gleich (11), (12), so kann 
das Gerat die Einzelheiten des Zieles optimal beschreiben. Ist (19) kleiner als (12), 
so werden Einzelheiten verwischt, d. h. das Gerat hat keine gentigende Auflésung, 
ahnlich wie ein Mikroskop. 


(19) 


4. Zusammenhang mit der Beugungstheorie. 


Von Rayleigh stammt eine Formel aus der akustischen Beugungstheorie, daB 
der Riickstrahl eines beliebig geformten Korpers in einem Schallfelde gegeben ist durch 
const. V 
AAR 
Ersichtlich stimmt diese Formel, die insbesondere die Stérriickwirkung eines Schall- 
meBmikrophones auf das auszumessende Schallfeld beschreibt, mit unserer Gl. (12) 
tiberein. 

Man gelangt aus Gl. (12) folgendermaBen zur Rayleighschen Formel: Betrachtet 
man von der gebeugten Welle nur eine einzige Halbwelle, also einen sin-férmigen 
positiven Impuls allein, so betragt die Bandbreite desselben 4A = 4/2; setzen wir 
ferner den Raumwinkel, in dem sich die Beugung abspielt, 42 = 4, und messen 
in einer Entfernung Y (kad aa 

Einsetzen in Gl. (12) ergibt dann 

(Ay a = 2ny ae 
Hiermit gewinnen wir eine wesentliche Verscharfung der Rayleigh-Formel: einerseits 
wird gezeigt, daB sie nicht nur fiir monochromatische Wellen gilt, sondern auch in 
beliebiger Entfernung (GréBe y) vom Beugungsobjekt. 


= RickstrahlgréBe. 


(12a) 


5. Hohlraumschwingungen. 
Bildet man aus (12) 
faQav d 


das Integral iiber den ganzen Raum, erhalt man bei Zahlung beider Polarisations- 
zustande 
8 av? V dv 
Az = ——;—_, 
C6) 
d. i. die bekannte Jeansche Zahl der Eigenschwingungen eines Hohlraumes V im 
Intervall dy. 
Ingenieur-Archiv IV, 3—4. 16 
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6. Akustischer und elektrischer Nachhall in einem plétzlich zum 
Schwingen angestoBenen Hohlraum. 


Eine weitere Anwendung unserer thermodynamischen Betrachtungsweise erhalt 
man, wenn man wie im vorhergehenden Abschnitt einen geschlossenen Raum be- 
trachtet und den Riickstrahl in diesem selbst, ausgelést durch einen akustischen 
Knall, oder wie bei modernen cm-Wellen-Funkensendern durch einen elektrischen 
Funken. 

Haben wir eine Schallquelle oder elektrisches Analogon (Funkenstrahler) mit 
einer Leistung L, sei c die Wellengeschwindigkeit und F die Oberflache des Hohl- 
raumes, so betragt die durch den Knall oder Funken urspriinglich in den Raum hinein- 
gesteckte und reflektierte Energie 


wo a, den Schluckungsfaktor (= 1-Reflektionsfaktor) bedeutet. 

Die Abnahme der Energie ist natiiclich einer e-Potenz proportional; im Exponent 
mu zunachst der Schluckfaktor enthalten sein. Nun ist die Anzahl der Freiheits- 
grade ein MaB dafiir, ,,was physikalisch passieren kann“, d. h. bei groBem Az sind 
viele Moglichkeiten eines physikalischen Geschehens vorhanden. 

Wir stellen uns nun vor, da8 die urspriinglich in den Hallraum hineingesteckte 
Energie alle Eigenschwingungen desselben anregt; die Zahl der Eigenschwingungen Az 
mal dem auf die einzelne Eigenschwingung entfallenden Energieanteil 4H ist die 
gesamte Energiebilanz: 

B= An Ae A= hla. 
Nun ist daraus die Abnahme der Energie durch das Auftreten von Absorption in 
den Wanden durch Einfithrung des ,,Schluckfaktors“‘ a,, sofort zu 


dE = —E-a,,/Az 
ermitteln. Integration liefert: 
Hohe 
Einsetzen von Gl. (12) und nochmalige Integration ergibt dann: 
Unc 
PERE Oe 


die bekannte Jager-Sabinesche Nachhallformel. Definiert man als Lange des Nach- 
halls ein Abklingen der Energie auf 10-*, folgt aus 


» En tis 
E/JE,=10-*=e ‘*” 


die allgemein bekannte Formel fiir die Nachhalldauer 7 
T = 0163 Vijay, F. 


Fir elektrische Verhaltnisse hat man a,, als entsprechenden komplexen Schluckungs- 
faktor in Abhangigkeit von der Leitfahigkeit im Sinne der Metalloptik zu deuten. 


> 


7. Bindelung und Breitbandeigenschaften beliebig geformter Antennen - 
kérper und Reflektoren. 


Kin weiterer Beweis fiir die groBe Leistungsfahigkeit der vorliegenden Methode 
ergibt die Anwendung auf Probleme der Biindelungseigenschaften und Breitbandigkeit 
beliebiger Antennenkérper. Insbesondere die sog. Kérperantennen, d. s. metallische 
oder dielektrische Teile von Flugkérpern héchster Fluggeschwindigkeit, wie Raketen 
oder Uberschallflugzeugen, bei denen aus aerodynamischen Griinden klassische 
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Antennengebilde, wie Dipole mit Reflektoren, unméglich sind, sind hinsichtlich ihrer 
Strahlungseigenschaften nur durch komplizierte beugungstheoretische Rechnungen 
erfaBbar, falls tiberhaupt ihre geometrische Struktur eine solche Erfassung noch 
zulassen sollte, was in den seltensten Fallen méglich ist. 

Unsere Theorie ist nun imstande, solche Fragen faustformelartig orientierend 
zu behandeln. 

Betrachten wir zunichst die Biindelung einer einzigen Dipolzeile mit einer 
Reflektorwand in 4/4-Abstand und einer Lange von D, bestehend aus Dipolen im 


P ve ; 
Abstand 4/2. Dann ist V = 4 DL. Die Bindelung ist um so gréBer, je kleiner die 


Zahl der Freiheitsgrade ist, also reziprok. Lést man z. B. Gl. (12) nach dem so defi- 
nierten Biindelungswinkel auf, erhalt man 
AG = Ao Ap = posne 
2) = Impulsfreiheitsgrad laut Gl. (19). 
Da nun die sog. Halbwertsbreite = ?/,; des Winkels von Null zu Null der Strahlungs- 
charakteristik ist, ferner die Zeile nach der Hohe nicht gebiindelt ist (nur eine Zeile), 
erhalt man endgiiltig fiir die Halbwertsbreite die bekannte Formel 


Aoap, = 7 A[D = 120° AD. 
Fir beliebige Koérperformen gilt: 


Lést man statt dessen nach der Bandbreite 4/ weiter auf, erhalt man eine Aussage 
tiber die Breitbandeigenschaften eines beliebigen Antennenkérpers: Die Breitbandig- 
keit ist dem Volumen proportional. Dies ist auch der ins Auge springendste Eindruck 


einer Breitbandantenne: 


Ay = V8. 


% 


Natiirlich sind diese letzteren Formeln ihrer Ableitung gema’ nur asymptotischer 
Natur. 


(Bingegangen am 21. August 1948.) 


Die Auflésung knotenpunktsbelasteter elektrischer Netze 
mittels Matrizen. 
Von F. Zimmermann, Wien. 
Mit 4 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. In technischen elektrischen Netzen ist meist die Belastung der Knoten- 
punkte gegeben, wihrend die Spannungsabfalle langs der Leiter gesucht sind. Die Berechnung 
dieser verlangt die Auflésung linearer Gleichungssysteme. Fir derartige Aufgaben erweist sich der 
Matrizenkalkiil als 4uBerst zweckmaBig. 


Summary. In electricity supply networks the output load currents are usually known. The 
determination of the voltage losses in the conductors requires the solution of numerous linear 
equations. For these problemes, matrix calculus proves most helpful. 


Résumé. Dans le calcul des réseaux électriques c’est normalment la charge des points de 
jonction qui est donnée tandis que les pertes de tension le long des conducteurs sont cherchées. 
Pour calculer celles-ci il faut résoudre des systémes d’équidations linéaires. La méthode des 
matrices se préte bien a traiter ce genre de problémes. 

16* 
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Sind in einem elektrischen Netzwerk mit » Zweigen und p Knotenpunkten alle 
Spannungsquellen und Impedanzen gegeben, so werden die gesuchten Strome mit 
Hilfe der Matrizenrechnung iibersichtlich ermittelt, indem man zunachst nach Auf- 
stellung der Transformationsmatrix zwischen Zweig- und Umlaufstrémen die Umlaut- 
spannungen und die transformierte Impedanzmatrix berechnet. Die zwischen diesen 
GréBen bestehende Matrizengleichung der Maschen wird nach den Umlaufstrémen 
aufgelost, welche mit Hilfe der Transformationsmatrix die gesuchten Zweigstrome 
liefern!. Eine ganz andere Problemstellung tritt in Netzen mit vorgegebener Strom- 
entnahme an bestimmten Punkten auf, bei welchen die Spannungsdifferenzen der 
Knotenpunkte gegen einen oder mehrere Speisepunkte bei bekannter Speisepunkts- 
spannung gesucht sind. Mit der Auflésung solcher technischer Verteilnetze wird sich 
die folgende Arbeit beschaftigen. 

Die Untersuchung erstreckt sich auf 
vollkommen und unvollkommen ver- 
maschte Netze dieser Art mit q Speise- 
punkten, sowie mehrfacher Parallelschal- 
tung der Zweige. Die Behandlung von 
Netzen mit transformatorischer Kopplung 
soll einer anderen Arbeit vorbehalten 
bleiben. 


1. Vollkommen vermaschte Netze. 


Sind in einem Netz mit p Knoten- 


punkten alle méglichen n = pas mice Ver- 


bindungen vorhanden, soll dieses voll- 
kommen vermascht bezeichnet werden. 
Zunachst sei einer der Knotenpunkte und 
zwar der p-te als Speisepunkt angenommen. Unter Knotenpunkt wird die Verzwei- 
gung mindestens dreier Leiter verstanden. Die Stromentnahmen langs der Leiter seien 
schon auf die Knotenpunkte nach bekannter Art reduziert gedacht, welche sonach 
mit den Strémen 3,’ bis 3,_,' belastet erscheinen. Parallele Zweige sind nicht vor- 
handen (m= 0). Von diesem reduzierten Knotenpunktsschema, Abb. 1, nehmen 
die Betrachtungen ihren Ausgang. ° 

Die Zahl der unbekannten Knotenpunktsspannungsdifferenzen U, kurz der 
Spannungen, ist in diesem Falle gleich n, gleich der Zahl der Zweige z und der der 
unbekannten Zweigstréme 9, bis J,. Diese gesuchten Spannungen sind aber von- 
einander nicht unabhangig. Jeder Knotenpunkt ist gegen den Speisepunkt durch 
Angabe einer Spannung, der unabhangigen Knotenpunktsspannung, eindeutig be- 
stimmt. Die Zahl u dieser unabhangigen Spannungen ist gleich der Zahl der méglichen 
Verbindungen zwischen Speisepunkt und Knotenpunkten u = p — 1. Ebenso viele 
Gleichungen sind zur Ermittlung dieser Spannungen aufzulésen. Die tibrigen n — u 
abhangigen Spannungen zwischen den Knotenpunkten 
(p — 1) (p—2) 

2 

lassen sich durch die unabhangigen Spannungsdifferenzen ausdriicken. Fiir diese 
Zusammenhange wird zweckmaBig die Matrizenschreibweise verwendet und beim 
Numerieren der Zweige, Spannungen und Stréme ein gewisses Ordnungsprinzip 


Abb. 1. Allgemeines Netz. 


n UU = 


‘ F. Zimmermann: Die Auflésung elektrischer Netze mittels Matrizen. Osterr. Ingenieur- 
Arch. 8, 140 (1949) (mit zahlreichen weiteren Literaturangaben). 
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eingehalten. Die zwischen Speisepunkt » und den Knotenpunkten 1 bis p — 1 auf- 
tretenden Spannungen werden im Uhrzeigersinn fortschreitend U, bis U1, _, bezeichnet. 
Sie sind die unabhangigen Knotenpunktsspannungen UL,’ bis U,_,'. Die abhangigen 
Spannungen zwischen 1 und 2 bis 1 und p — 1 heiBen fortlaufend numeriert U,, bis 
U,, 3. Dies wird im gleichen Sinne bis zur Spannung U,, des Knotenpunktes p — 2 
gegen »p — 1 fortgesetzt. 

Der tabellarischen Aufstellung, wonach alle abhangigen Spannungen durch un- 
abhangige ausgedriickt sind, kann unmittelbar die Transformationsmatrix ¢ der 
Transformation 

C= jot’ (1) 


entnommen werden, wobei noch folgende Vektormatrizen eingefiihrt sind: 


! | a — 
Vee ya Sal a Coe ie 
Q Q 
0, ss u," 1 1 
u, aos i 2 ib 
Us 9 thi’ 83 1 
Uy may Oy" prt 1 
Deed wet) hd pa ie hal 
, —_— 1 
a Uy’ + Us a his i 
Ree aes Thy’ ata ate 2p—3 —l 1 
Usp—2 oa eae ibs! + ee 2 De —] 1] 
We p14 — ls pay 2p—l1 —1 I 
Usp—6 = mths ++ Uy Sr 3p — 6 net i ; 
U, = aaa Ut, 25 = 1) Aor n 1 1 


246 F. Zimmermann: 


In den Zeilen 1 bis p — 1 der Matrix ¢ steht je ein positives Glied, von p bis u 
je ein negatives und ein positives Glied. Jede Spalte enthalt p — 1 Glieder. Sie be- 
zeichnen Auftreten und Richtung der an den einzelnen Knotenpunkten 1 bis p — 1 
wirkenden, also die auf dieselben zugerichteten Spannungen U, bis U,. Das Netz 
ist durch ein Gerippe unabhangiger Spannungen ll,’ . . . U,_,' bestimmt, durch welche 
die iibrigen Spannungen U,...U, ausdriickbar sind, dabei ist belanglos, ob der 
Leitwert y des zugehdrigen Zweiges endlich oder Null ist. Diesem Ubergang von 
den n allgemeinen Knotenpunktsspannungsdifferenzen auf die w unabhangigen 
Spannungen entspricht ein analoger Wechsel des Stromsystems. An Stelle des Systems / 
der Leiterstrome $, bis %, tritt System /’ der Knotenpunktsstréme, dessen Trans- 
formationsgleichung aus der Bedingung unveranderter Netzverlustleistung gewonnen 
wird. Diese lautet mit ¢ als Zeichen fiir die Transponierung und dem Querstrich 
als Symbol der konjugierten komplexen GréBe 


A= — Ua 
Aus 
U— <0, 
wird 
U, = Uy cs, 
dies oben eingesetzt, liefert 
ees ed. (2) 


Die physikalische Bedeutung dieser Transformation wird sofort erkennbar, wenn 
man die Rechnung ausfthrt. 


Dies sind die » — 1 Knotenpunktsgleichungen der p—1 mit J; belasteten 
Knotenpunkte. Die dem geschilderten Ordnungsprinzip der Spannungen entstammende 
Matrix ¢ fiihrt also vermittels Gl. (2) unmittelbar ohne weitere physikalischen Uber- 
legungen auf die Knotenpunktsgleichungen der Stréme. Die Addition obiger Glei- 
chungen gibt die p-te Gleichung fiir den Speisepunkt: 


SS SL The ea lp en oes ee pe te 
Damit lautet das vollstandige Schema der Knotenpunktsgleichungen: 


ey [ey ies (G C 

=~ OM! Bene Se ae OND GR AEE oa ee =—3 ) 
os Be aX a O EI? 
aJ1 Sp Sy Woe Pre rte Cy Ce yey SS 
oO Se (eu oy 4 Pe LON 
JS2 Sp 7) a2 27 ie ASS oi It ee Sep 6) pa ND x (3) 
o AIS EniG’ o& o Orme! ( 
33 So+i TF Sa2n-2 , SDS b> Re GE — 20. Geen es | 
a oy ow : : a pol 
Sp —-1 ales aJ20-3 rae 93 9 —6 este, Mi ve.) 6; te, het, seh by cel ep ate + Yn peg J 


und entspricht dem Schema (5) der Gleichungen fiir unbelastete Knotenpunkte in 
der vorerwahnten Arbeit tiber Maschennetze. Waren dort wu Umlaufstréme in wu ge- 
schlossenen Maschen die Bestimmungsstticke des Netzes, so sind es hier die zwischen 
Speisepunkt und den iibrigen Knotenpunkten auftretenden w unabhangigen Spannun- 
gen, welche eine strahlenférmige Netzstruktur nach Abb. 2 ergeben. Entsprechend 
der Netzvermaschung treten an den Knotenpunkten auBer den Belastungsstromen 
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auch noch die Leiterstréme je nach den Zweigleitwerten y aus, ihre algebraische 
Summe erganzt sich mit den Knotenpunktsbelastungen zu Null. 

Zur Ermittlung des Spannungssystems U’ aus dem gegebenen Stromsystem /’ 
ist noch die transformierte Leitwertmatrix des Netzes erforderlich. Sie wird aus 
der Matrizengleichung fiir die ZweiggréBen abgeleitet. 


| a as iat 
een Cal UH —t Vie UY Us, 
Y’ serve: (4) 
Daraus ergeben sich die w unabhangigen Spannungen zu 
[cae cea <a (6 (5) 7 


und unter Benutzung von (1), (2) und (4) 
alle gesuchten Knotenpunktsspannungs- 
differenzen und Zweigstréme: 


Ue = eee eal. (6) 
Poe) cle Vel-ir. (7) 


Unter der Annahme keiner gegenseiti- 
gen Kopplungen lautet die Leitwertmatrix 


Yi 


Dn 

und die transformierte Leitwertmatrix: 
iia pet pee deenies i Un pes 
pred Yo 


Wetec Yapea + Uap—7--*  Yn —Yn 


— Yn Yp—-1 + Yop—3 + Ysp—6--- Tn 
Die Gleichung 
ere eal 
ausmultipliziert und fiir die ersten Zeilen angeschrieben, ergibt: 
Sie ee = YS ee (ca Uae Magee Moras a) 
ase: == Ye U,’ — Yo (UL, ee U,’) ie Yon —2 (U1, ae U,’) oe OROy Sear Ysn-6 CoO ears a U,’) 
usw. 


Dies sind aber die Knotenpunktsgleichungen gemaif Schema (3), wobei die ab- 
hangigen Strdme 9, bis 3, durch die unabhangigen Spannungen dargestellt sind. 
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Die sich aus der Aufteilung der Spannungen ergebende Transformation fihrt also 
zur Aufstellung der Knotenpunktsgleichungen zwischen den unabhangigen Groen, 
welche aufzulésen sind. Analog lieferte die Anwendung der aus der Aufteilung der 
Strome abgeleiteten Transformationsmatrix bei den Maschennetzen die zur Auflésung 
notigen Umlauf- oder Maschengleichungen. Die Zahl w der zur Auflésung des Netzes 
jeweils zu ermittelnden Bestimmungsstiicke ist die Anzahl der Freiheitsgrade eines 
Netzes. Nach der Art der zwischen den unabhangigen Netzgré8en auftretenden, 
aufzulésenden uw Gleichungen waren die Netze sinnfallig Maschennetze bzw. im vor- 
liegenden Falle Knotenpunktsnetze zu benennen. 

Sind von den p Knotenpunkten qg Speisepunkte, ist bei vollkommener Vermaschung 
die Zahl der Zweige wohl noch 
PAP) 

2 ? 
doch LAU Verbindungen haben gleiches Potential, sie fiihren keine Stréme. 
Daher verringert sich die Zahl der unbekannten Spannungen und Stréme auf 


a A 


i —— 


Die Zahl der méglichen Verbindungen zwischen Speisepunkten und Knotenpunkten, 
welche mit der Anzahl der unabhangigen Spannungen identisch ist, geht um die 
q — 1 Speisepunktsverbindungen auf 
ae crane | 

zuriick. Von den abhangigen 
PAP oh OG) 

2 
Spannungen sind aber infolge der gleichen Speisepunktspotentiale zahlreiche einander 
und einer unabhangigen Spannung gleich. Eine kurze Uberlegung zeigt, da® die 
Zahl der zu ermittelnden abhangigen Spannungen nur noch 


(PRO a eee ee 
2 oa. 


n Uu= 


betragt. 

Denkt man sich die qg Speisepunkte gleichen Potentials zu einem zusammen- 
gezogen, so fiihrt dies zu einer neuen Netzkonfiguration mit p — g + 1 Knotenpunkten, 
wovon einer der Speisepunkt ist, und zu einer Anzahl Parallelschaltungen von Leitern. 
Auf die Verhaltnisse bei parallelen Zweigen sei allgemein ganz kurz eingegangen. 


BA ek ea Saal eee o’ 
a 1 r—1 ——] 1 
k 1 r iad bd 
pee 1 r+] ae it 1 
: eee 
k+2 1 r+ 2 =i 1 
k+m 1 rtm —l1 i) 
k+m+1 1 7 Ste ee 1 


In einem Netz von p Knotenpunkten, davon g Speisepunkten, sollen zu einem 
oder mehreren Leitern noch weitere m parallele Verbindungen vorhanden sein. Die 
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Zahl der Zweige, der gesuchten Spannungen lings der Zweige und der Stréme hat 
sich dadurch um m vermehrt. Da durch die Parallelschaltungen die Knotenpunkts- 
zahl ungeandert geblieben ist, welche p — q unabhangige Spannungen bedingt, 
steigt die Zahl der abhangigen Spannungen um m. Je nachdem, ob ein Leiter k mit 
einer unabhangigen Spannung m Nebenwege erhalt oder ein Leiter r mit einer ab- 
hangigen Spannung, sind die mdazugekommenen abhangigen Variablen an ver- 
schiedenen Stellen der Transformationsmatrix eingeschoben. 

Natiirlich kann man statt der parallelen Zweige einen Ersatzzweig mit resultieren- 
dem Leitwert einfiihren, jedoch wird dadurch nicht viel gewonnen, da der Freiheits- 
grad des Netzes unverandert bleibt, der die Ordnung der zu invertierenden Matrix 
bestimmt. Die Hauptarbeit der Inversion wird keineswegs verringert, nur die Kin- 
heitlichkeit der Methode beeintrachtigt. 

Im Falle der Speisepunktszusammenlegung tre- 
ten zusatzliche Parallelwege nur an Leitern k mit 
unabhangigen Spannungen auf. 

An einem Beispiel mit p = 6 Knotenpunkten und 
q = 3 Speisepunkten (2, 5, 6) sollen die Verhaltnisse 
verdeutlicht werden (Ab. 3). 

Zahl der Zweige: 


CR RG el ee 
i ee ae == 11h), 


Zahl der Unbekannten: 


ag she eA 


ee aes 
0 aah set O lepmh ealeet e sperseleitungen 
Abb. 3. Netz mit 3 Speisepunkten. 


Zahl der unabhangigen Spannungen: 
u=p—q=83, (Uy’, U,’, U,’). 
Zahl der abhangigen Spannungen: 


n U= 


pe Be eo, (Uiree te llae)s 


davon jeweils gleich: 
Uy = U, ae oan is 
Us a a Un i AG 
U, ee Uns a U,’, 


bleiben zu ermitteln: 


Gee Ne man as Date 3. (Ue. U,, Uso): 


2 
Die Transformationsmatrix lautet: 
ae Ca es Yea) Boghek’ 
Tilsuanse beat ie ros | : 
| 
2 1 8 1 
ome ia 1 oe | l 
AN | 10) = ee 
Bert 11 eon 
Ci iy 12 | sad 


Legt man die Speisepunkte 2, 5 und 6 zusammen, so entsteht ein Netz mit 
4 Knotenpunkten, davon 1 Speisepunkt, zu dessen Zweigen mit den unabhangigen 
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Spannungen 1, 2, 3 jeweils 2 weitere Leiter parallelgeschaltet sind (m = 6). Natiirlich 
ist die Transformationsmatrix, von der Netzgestaltsanderung unberihrt, dieselbe 
geblieben. 

2. Unvollkommen vermaschte Netze. 


5 —] 
Unvollkommen vermascht sind Netze, deren Leiterzahl z < bl dees Man 


kann sie aus vollkommen vermaschten Netzen gleicher Knotenpunktszahl entstanden 
denken, in welchen verschiedene Zweigleitwerte ) Null geworden sind. Bei p Knoten- 
punkten, davon q Speisepunkten und keinen Parallelzweigen (m = 0) ist die Zahl 
der auftretenden Spannungen wie vor 
rie) Ta) 
9 td 
jedoch ist die Kenntnis aller dieser Spannungen zur Auflésung des Netzes nicht notig. 
Sie verringert sich um die Zahl der entfallenden Leiter mit abhangigen Spannungen 
auf m. Darunter kénnen aber je nach Lage der 
Speisepunkte noch einander gleiche Spannungen 
vorkommen. Die unabhangigen Spannungen blei- 
ben in ihrer Anzahl 
at gee 4 7p es 

unverandert, denn p — g Knotenpunkte bediirfen 
p —q Spannungsangaben gegen q Speisepunkte. 

Entfallt nun bei dem gedachten schrittweisen 
Ubergang vom vollkommenen zum unvollkomme- 
nen Netz ein Leiter mit einer unabhangigen 
Spannung, z. B. die Verbindung zum k-ten Knoten- 
punkt (k < p — q), ist also y;, = 0, bleibt U, = U,’, 
und somit auch ¢ unverandert. In der Leitwert- 
matrix Y und im Stromvektor / ist an der Stelle 
k Null zu setzen. Der Netzaufbau aus u = p — q 
unabhangigen Spannungen bleibt erhalten, die 
Ordnung der Leitwertmatrix ist unverandert 
p —q. Der Entfall wirkt sich nur in Y und / durch Nullstellen aus. 

Fehlt ein Leiter mit einer abhangigen Spannung y,=0 (k >p—q-+1), so 
ist J, = 0, daher U; unwichtig und wird im Transformationsschema nicht ange- 
schrieben. Die Zeile k fehlt daher in ¢, ebenso in Y und /. Mit jeder fehlenden Ver- 
bindung zweier Knotenpunkte verringert sich die Zahl der abhangigen Spannungen 
um eine, an den w= p — q unabhangigen Spannungen hat sich nichts geandert. 
Die zur Lésung bendtigten Spannungen x sind also die p — g unabhangigen zwischen 
Speise- und Knotenpunkten und die lings den vorhandenen Leitern wirkenden ab- 
hangigen Spannungen, welche aber nicht alle voneinander verschieden zu sein brauchen. 

Der Entfall von Leitern wirkt sich also in Y und /, eventuell in ec, nicht aber 
in w aus, das heift die Ordnung der Leitwertmatrix bleibt erhalten, solange die Knoten- 
punktsanzahl nicht geringer wird. Die Bezugnahme auf das jeweilige vollkommen ver- 
maschte Netz ist fiir die Auflésung eines unvollkommenen Netzes bei Aufstellung 
der Transformationsmatrix nicht nétig. Die obigen Uberlegungen dienen nur zum 
Verstaéndnis der Verhiltnisse. 

Ein Beispiel (Abb. 4) soll dies noch verdeutlichen: 


Abb. 4. Unvollkommen vermaschtes 
Netz. 


Die 0 
q=3 (1, 2, 6), 
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= Pp (p — 1) 
gr LO wanes Zweige, 


a3.) —1 
Pp fs TM any LAY 5 vorhandene Spannungen, 


aber nur notig: 

n = 9 (12 — drei entfallende abhangige in Abb. 4 strichliert eingetragene Spannungen), 
Wr De Gs Bae Ui Yo 5 Us’), 

m—u=6 (U,, U;, Ue, Uz, Us, Uy), 


davon jeweils gleich: 


(a ea | aimee 
1} 1 Nr alles ieee! | 
2) geal | Da bes) Le | 
4 Oe oe he sealant 
ee elas em 
ar | a hen Vira | os | ea 
a Sie | fee eg Ii 
at oh ee 
Byer Pe | | |e) 
91) ; Rn) | | Bo 


Zur Ermittlung der wu unabhangigen Bestimmungsstiicke eines Maschennetzes 
wurde das zweite Kirchhoffsche Gesetz (Maschenregel) herangezogen, bei der Auf- 
lésung eines knotenpunktsbelasteten Netzes das erste (Knotenpunktsregel). Da die 
beiden Gesetze einander dual entsprechen?, sind auch die durch sie beschriebenen 
Netzarten, ihre GréBen und die Aussagen dariiber dual zugeordnet. Setzt man jeweils 
statt Spannung Strom, Leitwert Widerstand, Knotenpunkt Masche, Knotenregel 
Maschenregel und umgekehrt, so gehen die beiden Netzwerke und ihre Gesetze in- 
einander tiber. Zur Ubersicht seien die grundlegenden Gleichungen der vorerwahnten 
und dieser Arbeit wie folgt symbolisch zusammengefaBt : 


fee) (F)-ald 
(E\malfle ()-(-F28) 


Die oberen Zeilen gelten fiir Maschen-, die unteren fiir Knotenpunktsnetze. Damit 


sind Formeln angegeben, welche die Auflésung elektrischer Netzwerke beider Typen 
in tibersichtlicher Weise nach einer einheitlichen Theorie auszuftihren ermdglichen. 


2 Vel. Wallot: Theorie der Schwachstromtechnik, § 24. Berlin: Springer-Verlag. 1943. 


(Hingegangen am 14. September 1948.) 
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Mechanismen zur Verwirklichung der Joukowsky-Abbildung. 
Von R. Bereis, Wien. 
Mit 4 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Es werden Apparate beschrieben, die die von Joukowsky eingefihrte 
konforme Abbildung 2* = 2 + c/e auf mechanischem Wege leisten. Alle diese Apparate bestehen 
aus einem rechtwinkeligen Gleitschienenpaar und einem Gelenksmechanismus, der aus Inversoren 
von Peaucellier, bzw. Hart abgeleitet ist. Die Minimalzah] der Stabe betragt sechs, wobei 
die Inversionspotenz ¢ noch verstellbar ist. 


Summary. The description concerns apparatus executing by mechanical means the conformal 
transformation Z* = Z + c/¢ intriduced by Joukowsky. All these apparatus are composed of 
two rectangular slide-rails and an articulation derived from the inverters of Peaucellier and 
Hart. The minimum number of the bars is six, the power of inversion ¢ is ajustable. 


Résumé. On an donné la description d’appareils exécutant par voie mécanique la transformation 
conforme Z* = Z + c/z introduite par Joukowsky. Tous ces appareils se composent de deux 
rails de glissement rectangulaires et d’un mécanisme 4 rotule dérivé des inverseurs de Peaucellier 
et de Hart. Le nombre des baguettes est de six au minimum et on peut faire varier la puissance 
inversion ¢. 


Bei der vielseitigen Anwendung der konformen Abbildungen sté8t der Praktiker 
immer wieder auf umfangreiche und zeitraubende Rechenarbeiten, die das Bediirfnis 
nach instrumentellen Hilfsmitteln verstandlich machen. 

Im nachfolgenden werden nun einige Apparate beschrieben, die eine spezielle 
konforme Abbildung, die N. Joukowsky in die Tragfliigeltheorie einfihrte, auf 
mechanischem Wege leisten. ft 


1. Die Joukowsky-Abbildung. 


Wie es in der Theorie der konformen Abbildungen tblich ist, werden die Punkte 
der Ebene durch komplexe Zahlen z = x +7 y beschrieben, die die Normalkoordina- 
ten x, y zusammenfassen. 

Die von N. Joukowsky! beniitzte Abbildungsfunktion 


gee 4 (a >0) (1) 


vermittelt bei Deutung der Zahlen z* = x* +7y* im selben Achsenkreuz eine 
spezielle konforme Punktverwandtschaft z-—>z* der Ebene mit folgenden Eigen- 
schaften : 

a) Jedem Punkt z wird ein Bildpunkt z* zugewiesen; umgekehrt ist jeder Punkt z* 
Bild zweier Punkte z, die vermége z,z, = a? zusammenhangen. Die Bildebene ist 
also doppelt tiberdeckt und dementsprechend durch eine zweiblattrige Riemannsche 
Flache mit Verzweigungspunkten 1. Ordnung in A* (+ 2a) und B* (— 2a) zu er- 
setzen. 

b) Die Transformation ist algebraisch, und zwar vom 3. Grade. 

c) Das Polarkoordinatensystem der z-Ebene, bestehend aus den Strahlen durch 
und den Kreisen um den Nullpunkt, wird auf ein Netz konfokaler Kegelschnitte 
mit den gemeinsamen Brennpunkten A* und B* abgebildet; hierbei entsprechen 
den Geraden die Hyperbeln, den Kreisen die Ellipsen. 

d) Jeder Orthogonalkreis des Kreises |z| = a, der seine Mitte auf der Abszisse hat, 


* N. Joukowsky: Uber die Konturen der Tragflichen der Drachenflieger, Z. Flugtechn. 1, 
281—284 (1910); 3, 81—86 (1912), und Aerodynamique. Gauthier-Villars (Paris 1916). — Vgl. 
auch E.Treffez: Graphische Konstruktion Joukowskischer Tragflichen. Z. Flugtechn. 4, 
130/131 (1918). 
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wird in einem doppelt iiberdeckten Orthogonalkreis des Kreises |z*| = 2a transfor- 
miert, dessen Mittelpunkt ebenfalls auf der Abszissenachse liegt. 

e) Die Kreise durch die Punkte A (+ a) und B(—a) werden in doppelt iiber- 
deckte Kreisbégen mit den Endpunkten in A* und B* verwandelt?. Insbesondere 
entspricht dem Kreise mit dem Durchmesser AB die Doppelstrecke A* B*. 

f) Ein Kreis, der durch den Punkt A geht und den Punkt B umschlieBt, wird in 
eine rationale Kurve 4. Ordnung mit einer Spitze in A* transformiert, die einem 
Tragfligelquerschnitt ahnelt (,,Joukowsky-Profil‘). 

Den beiden Summanden in der Abbildungsgleichung (1) entsprechen die Identitat 
und eine ,,Stiirzung“‘, worunter nach Bieberbach die Kombination aus Inversion 
und Spiegelung an der reellen Achse verstanden wird; der Inversionskreis # hat den 
Radius a und den Nullpunkt O als Mitte. Ein Mechanismus zur Verwirklichung 
der Joukowskyschen Abbildung wird daher einen Inversor enthalten und die 
Zusammensetzung der Vektoren z und a?/z leisten 
miissen. 


2. Aus dem Peaucellierschen Inversor 
abgeleitete Mechanismen (Zwillingsinversor). 


Der erste Mechanismus zur Verwirklichung der 
Inversion stammt von Peaucellier?. Der Peau- 
celliersche Inversor besteht aus einem Gelenkrhombus 
von der Seitenlange m, dessen Gegenecken P, Q durch 
zwei gleichlange Stabe von der Lange / mit dem In- 
versionsmittelpunkt gelenkig verbunden sind. Die 
Mittelpunktsabstande der freien Ecken sind dann 
umgekehrt proportional. Die Potenz der Inversion 
ist gegeben durch 


a? = |? — m?. ; (2) 
Sie ist positiv fiir / > m und negativ fiir 1 < m. 

Nun werden zwei Peaucelliersche Inversoren mit entgegengesetzt gleicher Potenz 
derart miteinander gekoppelt, da8 ihre beweglichen Mittelpunkte zu einem Gelenks- 
knoten, dem Fiihrungspunkt z (mit Fihrungsstift), und je eine Hauptecke zu einem 
zweiten Knoten, dem Zeichenpunkt z* (mit Zeichenstift), verbunden werden (Abb. 1). 
Es ist vorteilhaft, bei beiden Inversoren die gleichen Stablangen zu verwenden. 

Uber den Koordinatenachsen denken wir uns, wie bei einem Ellipsenzirkel, ein 
rechtwinkeliges Gleitschienenpaar angebracht und zwingen die freie Ecke z, des 
Inversors mit positiver Potenz auf die Abszissenschiene, z. B. mittels einer Gleithtilse 
oder eines Rollwagens; analog wird die freie Ecke z, des zweiten Inversors auf der 
Ordinatenschiene gefihrt. 

Die symmetrische Anordnung des Mechanismus bewirkt, daf Fiihrungspunkt z, 
Zeichenpunkt z* und die beiden Schieber z,, z. auf einer Geraden liegen, wobei z stets 
Mittelpunkt der Strecke z,z, ist. Somit gilt fiir die beiden Gleitpunkte 


Dae aaa gee eS: (3) 
Zufolge der Eigenschaften des Inversors ist 
[Ze aiae a= ae, (4) 


Wegen der Gleichheit der Winkel zOz, und 22,0 gilt die Beziehung (4) auch ohne 
Absolutstriche; demnach ist die gewiinschte Abbildungsgleichung (1) erfiillt. Stellt 


2 W.M. Kutta: Auftriebskrafte in strémenden Flissigkeiten. Il. Aeronaut. Mitt. 6 (1902). 
3 M. Peaucellier: Nouv. ann. (2), 3 (1864); 12 (1873). 
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man mithin den Fiihrungsstift auf irgendeinen Punkt z ein, so zeichnet der Zeichen- 
stift dessen Joukowsky-Bild z*. 

Fiir den dargelegten Mechanismus wird der Name »Zwillingsinversor® vor- 
geschlagen. 

Geometrisch sind die Bewegungsgrenzen des Apparats durch die beiden kon- 
zentrischen Kreise um O mit den Halbmessern J] + m und / — m gegeben, den ge- 
streckten Lagen des Gelenksystems entsprechend. Diese beiden Grenzkreise 9, und 9g» 
liegen zueinander-. beziiglich h invers. 

Durch die Joukowsky-Transformation wird der Kreisring mit den Halbmessern a 
und J + m auf die Ellipse mit den Halbachsen 2/ und 2m abgebildet. Beim Durch- 
gang des Fiihrungsstiftes z durch den Inversionskreis / stellt sich beim Zwillings- 
inversor eine Totlage ein. Dem ent- 
spricht in der z*-Ebene ein Wechseln des 
Bildpunktes von einem Blatt der 
Riemannschen Flache zum anderen. 

Bewegt man den Fihrungsstift z in 
dem Kreisring / — m, a, so tiberstreicht 
der Zeichenstift z* die gleiche Ellipsen- 
flache nochmals (vgl. Abb. 2). 

Man kann das Sperrgebiet um O 
theoretisch beliebig klein machen, in- 
dem man die Stabe / und m der Lange 
nach méglichst wenig differieren laBt. 
Bei der praktischen Ausftihrung sind 
dem aber sehr bald Grenzen gesetzt, da. 
lund m fiir vorgeschriebenes a gema 
(2) um so langer gemacht werden miis- 

Abb. sen, je weniger sich ihre Langen unter- 
scheiden. 

Die Stabanzahl des Zwillingsinversors laBt sich durch eine einfache MaBnahme 
auf die Halfte herabdriicken, ohne die Leistungsfahigkeit des Apparates zu beein- 
trachtigen. Wie Abb. 2 zeigt, gentigt eine Halfte des Gelenksystems, wenn man die 
Stabe durch die Gleitpunkte z,, z, auf das Doppelte verlangert und in ihrem Schnitt- 
punkt durch einen neuen Gelenksknoten vereinigt. 

Der dargelegte Mechanismus besteht, abgesehen von dem Gleitschienenpaar, im 
wesentlichen aus einem Gelenkparallelogramm und einem Gelenkdeltoid. Er lapgt 
eine Reihe von Variationsméglichkeiten zu, von denen eine besonders giinstige in 
Abb. 3 dargestellt ist. In Abb. 3 ist auch ein Joukowsky-Profil k* eingezeichnet, 
das durch Fiihrung des Leitstiftes z langs des Kreises & entsteht. Mit Hilfe des 
Zwillingsinversors oder der daraus abgeleiteten Apparate kann man sodann die 
Strémungen um den Kreisquerschnitt & unmittelbar in die Strémungen um das 
Fliigelprofil £* tbertragen‘. 


: 
y 


SE 


3. Aus dem Hartschen Inversor abgeleiteter Mechanismus (verstellbare’ 
Potenz). 


Dem in der Praxis bestehenden Bediirfnis nach einem Apparat zur Verwirklichung 
der Joukowsky-Abbildung mit verstellbarer Potenz a? kann durch Kom bination 


4 Im Jahre 1928 hat P. Léglise in L’Aéronautique 10, Nr. 105 (1928), ,,Le traceur Léglise 
pour profils Joukowky“ den ersten Apparat ver6ffentlicht, der ein Joukowsky-Profil zeichnet. 
Der Apparat von Léglise ist aber kein zwangslaufig geschlossener Mechanismus, da gleichzeitig 
zwei Fihrungsstifte auf zwei Kreisen gefihrt werden miissen. Auch leistet dieser Apparat nicht 
die Abbildung (1), kann mithin nicht zum Zeichnen der Stromlinien verwendet werden. 
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eines Hartschen Inversors mit einem Gelenkparallelogramm Rechnung getragen 
werden. 

Dem Inversor von Hart? liegt ein Antiparallelogramm HPFQ (Abb. 4) zu- 
grunde, das ist ein tberschlagenes Gelenkviereck mit gleichen Gegenseiten. Zieht 
man in irgendeiner Stellung des Hartschen Inversors eine Parallele zu den (parallelen) 
Diagonalen, so schneidet diese die vier Seiten in Punkten, die bei jeder Stellung des 
Mechanismus auf einer Parallelen zu PQ bleiben; auSerdem haben die Abstande je 
zweier aut Gegenseiten des Antiparallelogramms gelegener Punkte von jedem der 
beiden anderen Punkte ein konstantes Produkt. 

Nun versehen wir ein Gelenkparallelogramm Q RST (Abb. 4) in der Mitte der 
Seite QR = 21 mit einem Fiihrungsstift z; die Lange der Seiten QT = RS kann be- 
lebig angenommen werden. Die Gleitpunkte z,,2, wahlen wir symmetrisch zu z 
baw. auf den Seiten RS und QT in der Entfernung m von R bzw. Q. Sodann wird 


Abb. 3. 


ein Klemmgelenk # zwischen z und £& in der Entfernung (/ von z, und ein weiteres 
Klemmgelenk F auf der Verlangerung von Q z, in der Entfernung 4m von 2, ange- 
bracht. Durch Erganzung des Dreiecks HQF zu einem Gelenkantiparallelogramm 
entsteht ein Hartscher Inversor. Der Zeichenstift z* wird auf PH in der Entfernung m 
von P angebracht, so daB er mit 2,2, und z auf einer geraden Linie liegt. 

Wie beim Zwillingsinversor ist die Bedingung (3) erfiillt. An Stelle von (4) tritt 
aber hier die Gleichung 

|2* —2|-|2| =a (P —m*) = 1a’, (5) 

woraus wieder auf das Bestehen einer zu (1) analogen Abbildungsgleichung geschlossen 
werden kann. Durch bloBes Verstellen der Klemmschrauben # und F kann jetzt 
eine Anderung der Inversionspotenz a? vorgenommen werden. 


4. Weitere Verwendungsmoglichkeiten des Zwillingsinversors. 


a) Bezieht man die Joukowsky-Transformation (1) vermége 


Z=cz+b, Z*=—c2z* +b (b,¢ komplex) (6) 
auf ein neues Koordinatensystem, so lautet sie daselbst 
a ce 
Le BA gy (7) 


Man kann also durch geeignete Lagenveranderung des Gleitschienenpaars jede konforme 


5 H. Hart: Mess. of math. (2), 4 (1874); 5 (1874). 


256 L. Tschirf: 


Abbildung der Bauart (7) mit dem Zwillingsinversor oder einem gleichwertigen 
Mechanismus bewaltigen. 

b) Vertauscht man insbesgondere die Gleitlager 2, 2,, so leistet der Apparat die 
Abbildung 


zea=2— “(a reel). (8) 


c) Vertauscht man Fahr- und Schreibstift, so verwirklicht der Mechanismus die 
Umkehrung der Joukowsky-Transformation. 

Hierdurch wird insbesondere die Parallelstromung in Richtung der reellen Achse 
in die bekannte zirkulationsfreie Stromung um ein Kreisprofil verwandelt, das durch 
den Inversionskreis h dargestellt ist.. Wird also z* langs einer Geraden g,* parallel 
zur reellen Achse gefiihrt, so zeichnet z eine Stromlinie g, (Abb. 4). Bewegt man 2* 
auf einer Geraden g,* parallel zur imaginaren Achse, so beschreibt z eine Aquipotential- 
kurve g>. g, und g, sind zirkulare Kurven 3. Ordnung, die beide beziiglich des 
Ursprungs O anallagmatisch liegen, das heift durch Inversion in sich transformiert 
werden k6nnen. 

d) Man kann nach Weglassen des Schienenkreuzes auch das bloke Gelenksystem 
des Zwillingsinversors beniitzen, indem man einen der vier Hauptpunkte drehbar 
lagert. 

Bei festgehaltenem Gelenk z kann so jeder der beiden Inversoren ausgenititzt 
werden. Bei festem Schieber z, sind z und z, durch eine zentrische Ahnlichkeit 1: 2 
verkniipft, der Mechanismus arbeitet also als Pantograph; zwischen z und z* besteht 
hingegen die Verwandtschaft der ,,konchoidalen Inversion™ 


ar = ae 
eae se (7 == 2). 2a Meese ye (9) 
Es ist dies eine nicht konforme Punktverwandtschaft 3. Grades, die der Verfasser 
seinerzeit ausfiithrlich untersucht hat*®. 


(Eingegangen am 9. November 1948.) 


Beitrag zur Bestimmung der Axialschubainderung beim Langdrehen, 
unter Beriicksichtigung der Formanderung der Drehbank und des Werkstiickes. 


Von L. Tschirf, Wien. 
Mit 9 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. In Weiterfithrung der Untersuchungen von Kiekebusch und Kurrein 
wird der Zusammenhang zwischen den Axialkréften, Vorspannkraften und indirekten Kérner- 
spitzenabdrangkraften an der Drehbank erlautert, unter Bericksichtigung elastischer Verhdltnisse 
der Drehbank sowie des Werkstiickes. 


Summary. As a further development of the researches by Kiekebusch and Kurrein, 
the author explains the relation between the axial forces, the pretension-forces and the indirect 
center-displacing forces an the lathe, with regard to the elastic conditions of the lathe as well as 
that of the workpiece. 


Résumé. Continuant les recherches de Kiekebusch et Kurrein, l’auteur explique les 
relations entre les forces axiales, les tensions initiales et les forces indirectes déplacant les pointes 
du tour, en tenant compte des conditions élastiques du tour ainsi que de celles de la piéce A usiner. 


Der Berechnung der Spitzendrehbanke legte man bisher die Annahme zugrunde, 
daB die Auflagestellen der Kornerspitzen starr sind. In der nachfolgenden Arbeit 


° R. Bereis: Neue Verwendungsméglichkeiten von Inversor und Polarograph. (Dissertati 
Technische Hochschule Wien, 1928.) oad a ee 
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mdge eine Untersuchung der Krafteverteilung unter der Annahme elastischer Ver- 
haltnisse an der Drehbank durchgefiihrt werden. Dabei sollen sich die Untersuchungen 
vor allem auf die axial wirkenden Spitzenkrafte K,, K, beim ,,Langdrehen zwischen 
Spitzen“ und beim ,,Abstechen zwischen Spitzen‘‘ beziehen. 

Zum naheren Verstiandnis sei zunichst die bereits von Kieke busch und Kurrein 
vorgenommene Untersuchung der Gleichgewichtsbedingungen an Langdrehbanken 
in ihrem Ergebnis kurz angefiihrt. 


1. Gleichgewicht an der Drehbank beim 
Drehen mit lagerdruckfreiem Werk- 
stiickmitnehmer. 


Auf den Punkt O des zwischen den 
Spitzen gespannten Werkstiickes wir- 
ken die Hauptschnittkraft + P, der 
Riickdruck + Pp, und der Vorschub- 
druck + Py (Abb. 1). Pund Pp konnen 
in ihrer Wirkung ersetzt werden durch 
die in Punkt 3 angreifende Resultierende 
R’ und durch das im Sinne des Uhrzeigers 
drehende Moment Mp = P-r. Die Wir- 
kung von Py im Punkte O 1a8t sich 
im Punkte 3 ersetzen durch die in der 
Werkstiicksachse liegende Kraft Py und 
durch das Moment in der aus der Werk- 
stiicksachse und dem Radius 7 gebil- 
deten Ebene Mpy = Py.-r. 

Bedeuten P,, G,, Pp, Pyi, Po, Ge, 
Pp. und Py, die auf die Lager- (Kérner-) 
Spitzen 1 und 2 entfallenden Kompo- 
nenten der entsprechenden Krafte, so 
lassen sich die beiden Auflagerreaktio- 
nen #, und #,, deren GréBe und Lage 
in Abhangigkeit von der jeweiligen Stelle 
,,e° des Punktes ,,3“‘ aus den von Kiekebusch und Kurrein angegebenen Gleichungen 
berechnen: 


R, = (P, — GP + (Pa — Pri? = fh (2) es 
R, = V(P2 — G,)? + (Pre 4 Py) = f, (x) | 
G, = comst.: Py = Pyro = const. 
12 : ion Pp @- : 9 
Pee ©) he) Pr be) fete); (2) 
Ry = VP? + Pre = fev (2); \ a 
Ris VG? + Pre = const. ; | 
P P i, PORES 
tg y, = Ts ns const.; tg g, = Fo = const., (4) 
Ebenso: 
Py-r 
G, = const.; Pye. = Si aa const. ; 
1e 
P,= = x ='fpe ("); - Pre= ~~ te age (inn (x); 


Ingenieur-Archiv IV, 3—4. 17 


258 L. Tschirf: 


R, = VP? + Pre = fre (#); 
R,’ = G2 + Py? = const. 


Ps P yas 
tg Yo = Boe Py —const. tZ Y= Pa = const. 


Wie aus diesen Gleichungen ersichtlich, bleibt der Winkel y,, den R, mit der 
von der Werkstiicksachse und dem Radius r gebildeten Ebene einschlieBt, konstant. 
Auch der Richtungswinkel y,, der aus den festbleibenden Anteilen herstammenden 
Teilresultierenden R,'’ gegeniiber der Waagrechten, bleibt konstant. Zeichnet man 
durch die Spitzen von R,’’ unter dem Winkel ¢, eine Gerade g, parallel zu k,’, dann 
liegen auf ihr die Endpunkte aller méglichen R,. Je nachdem, ob &,” links oder 
rechts von der aus ,,l‘‘ auf g gefallten Normalen m liegt, wird R, zwischen x= 0 


und a =/ (Abb. 1) ein wirkliches Minimum oder nicht. 
dk 
Differenziert man die Gleichung fiir R, nach x und setzt a 


sich jene Stelle « des Punktes ,,3‘‘ (Abb. 2), fiir welche R, ein Minimum wird, mit 
LP +G, 17 1 Py oe Pe. 


ei? —— I P2 a0 Pe 3 (5) 


= 0, dann ergibt 


worin J den Abstand der beiden Korner- 
spitzen bedeutet. 

Aus der analogen Uberlegung fiir die 
Kornerspitze 2 ergibt sich als Abstand des 
Angriffspunktes der Krafte der Wert 


bP Ga-—t- Ba cls 


t° = P2 +P, > (5a) 
bei welchem &, zu einem Minimum wird 
(Abb. 2). ast 
Auch hier ist zu beachten: Je nachdem 
x*= ausrechenber aus Hy=Hy R,'’ gegen die Normale von ,,2“ auf g liegt, 
Abb. 2. treten zwischen ,,1‘‘ und ,,2‘‘ die Minima auf 


; oder bleiben aus. 
Die EinfluBlinien fiir die Auflagerreaktionen R, bzw. R, ergeben sich als Aste 
von Hyperbeln nach der Gleichung: ; 
Ro (nae 
b2 ar cai 
deren Scheitelpunkte jeweils die Minimalwerte von R, und R, angeben. Bei negativen 
a-Werten (das hei8t wenn «-Werte gré8er als 1) treten keine praktisch verwertbaren 
Minimalwerte auf, sondern der Kleinstwert von R, ergibt sich bei Angriff der Kraft R’ 
an der Kornerspitze ,,2“, der Kleinstwert von R, bei Angriff der Kraft R’ an der 
Kornerspitze ,,1°. 


1 


Die GroéBtwerte von Rk, und R, innerhalb des Abstandes | treten auf, wenn die 
Auflager-Teilreaktionen FR,’ und R,' ihre GréBtwerte erreichen. Nach den Glei- 
chungen fiir 


! x 
By = |/ F (Pt + Pat 


und 


1— ap : 
igo ee (P2 + P,2) (3a) 


ist dies der Fall fir Ry’, wenn x = 0, fiir R,’, wenn x = 1 ist. 
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2. Axialkrafte an den Kérnerspitzen. Einflu8 der Vorspannung Ky im Zusammen- 
wirken mit der Vorschubkraft Py. 


a) Werksttick und Drehbank als starre Kérper vorausgesetzt. 


In Richtung der Kérnerverbindungslinie wirken die Spitzendriicke K, und K,, 
einesteils herrtihrend von der axial gerichteten Kraft Py, andernteils von der Vor- 
spannung K, beim Anspannen des Kornerstiickes zwischen den Kornerspitzen. Um 
die GréBe dieser Spitzendriicke K, und K, in Abhangigkeit von der Vorspannung K, 
bzw. in Abhangigkeit von der Veranderung der Lage des Kraftangriffspunktes ,,3“ 
in der a-Richtung zu bestimmen, wurden bisher die beiden Auflager fiir die Kérner- 
spitzen und das Drehbankbett als starr aufgefaBt. 

Beim Einspannen des Werkstiickes tritt aber in Abhangigkeit von der GroBe der 
Handkraft am Reitstock zunachst der Spitzendruck K, auf. Wahrend der Zerspanung 
erhéht sich der Spitzendruck an der Spindelstockseite durch das Hinzutreten der 
gegen diesen gerichteten Vorschubkraft Py und fallweise auch durch die abdrangenden 
Komponenten der quer zur Kérnerachse gerichteten Krafte P, Pp und Pyp. 

Geometrisch eindeutige Anlage wird erhalten bei Kugelkornern, die in kegeligen 
Kérnergriibchen ruhen. Alle axial von auBen wirkenden Krafte rufen eine symmetrisch 
verteilte Reaktion an den Berihrungsstellen der Kugelkérnerspitzen mit den Korner- 
gribchen hervor, hingegen ist dies bei den indirekten Kérnerabdrangkraften H, die 
sich erst mittelbar aus den Querkraftreaktionen R, und R, ergeben, nicht der Fall. 

Zufolge der Keilwirkung des Kornergriibchens ergibt sich die von R, herriihrende 
Horizontalabdrangkraft H, = R,-tga,; und die von AR, herrithrende Kraft 
H, = R,- tg xs, worin «, der halbe Offnungswinkel des Kérnergriibchens ,,1“‘, «, der 
halbe Offnungswinkel des Kornergriibchens ,,2“ ist. 

Die EinfluSlinie fiir H, schneidet die EinfluBlinie fiir H, an der Stelle ,,7“* mit 
der Abszisse x*. Als Bestimmungsgleichung hierfir gilt 


2 18: Beet 
(Fear of (Peas 2e"f 


fie of sf PT 


tE aX, 


Zwischen Punkt ,,2“‘ und ,,7'‘ (Abb. 2) ist somit allen mafgeblich H,, wahrend sich 
von ,,7'‘ bis ,,1‘‘ H, als maBgebend erweist. Die geltende EinfluBlinie fur die gesamte, 
auf beide Kornerspitzen wirkende Horizontalabdrangkraft A besitzt somit an der 
Stelle ,,7"“‘ einen Kleinstwert. Die Stelle ,,7'“‘ ist auBerdem dadurch gekennzeichnet, 
daB in ihr ein Wechsel in den Anlageverhaltnissen der Korner eintritt. Von ,,2° 
bis ,,7"“‘ wirkt der Korner ,,1‘‘ wie ein Gelenk, um dann diese Eigenschaft von der 
Stelle ,,7"* bis ,,1°“ an den Korner ,,2“ zu tibergeben. 

Wird beispielsweise die Kraft R, fiir eine bestimmte Lage x des Punktes ,,3“ 
eroBer als die gleichzeitig auftretende Kraft R, (Abb. 2), dann wird der Anlage- 
druck an der Oberflanke der Kornerspitze ,,2‘‘ gréBer ausfallen als an der Unter- 
seite. Ist keine hinreichend groBe Vorspannung K, vorhanden, dann sinkt sogar die 
Auflagepressung an der Unterflanke der Spitze ,,2“ bis auf Null ab. Der analoge 
Fall ergibt sich an Spitze ,,1“, wenn R, gréBer ausfallt als R,. Allgemein ist zu be- 
achten, da im Falle der Ungleichheit von R&, und R, bei fehlender oder zu geringer 
Vorspannung K, nur an der Spitze mit der groBeren Kraft R eine vollstandige Ent- 
lastung der Unterflanke eintritt. Der Kugelkorner bzw. das Kornergriibchen mit 
dem kleineren R-Wert zeigt wohl auch eine starkere Belastung, jedoch ist dieses 
Kornergriibchen gleichzeitig mit dem resultierenden Axialdruck (H, — H,) (Abb. 2 
und Abb. 6) zwischen ,,1“ und ,,2“ zusatzlich symmetrisch belastet. Damit ergibt 


ike 


260 L. Tschirf: 


sich an der Kornerspitze mit dem kleineren R-Wert auch eine Belastung der Korner- 
griibchenunterflanke (Abb. 3). Es wirkt somit die Kornerspitze mit dem geringeren 
R-Wert wie ein Gelenk, wobei die Kugel an beiden Flanken allerdings mit verschieden 
hohen Pressungen anliegt. 


ra . . . 7 See 
Korner 2wirkt wie ein Gelenk k3 Ay Kj 


Abb. 3. Abb. 4. 


b) Werkstiick und Drehbank als elastisches System vorausgesetzt. 


In Abweichung von der bisherigen Auffassung mége nun der Einflu® der Reit- 
stockvorspannung K, und der in die Werkstiickachse reduziert gedachten Vorschub- 
kraft Py in ihrem Zusammenwirken unter Annahme elastischer Verhaltnisse am 
Werkstiick und an der Drehbank naher untersucht werden. Bedeuten Abb. 4, 1 die 
Lange des Stabes zwischen ,,1‘‘ und ,,2“‘ im unbelasteten Zustande, x die Lange des 
Stabteiles zwischen ,,1“ und ,,3‘‘ im unbelasteten Zustande, / — x die Lange des 
Stabteiles zwischen ,,2°‘ und ,,3“° im unbelasteten Zustande, C, die Federkonstante 
des Spindelstockes einschlieBlich des federnden Anteiles des Drehbankbettes, welcher 
sich auf die Koérnerspitze ,,1‘‘ auswirkt, C, die Federkonstante des Reitstockes ein- 
schlieBlich des federnden Anteiles des Drehbankbettes, welcher sich auf die Korner- 
spitze ,,2‘‘ auswirkt, C, die Federkonstante des zwischen ,,1“ und ,,3° liegenden 
Werkstiickteiles (veranderlich mit der Abszisse x), C,_, die Federkonstante des 
zwischen ,,2‘‘ und ,,3°° liegenden Werkstiickteiles (veranderlich mit der Abszisse x), 
E der Elastizitaétsmodul des Werkstiickes, F der Querschnitt des Werkstiickes im 
unbelasteten Zustand, so haben wir ein Vier-Feder-Problem vor uns, wobei sich die 
Wirkung je zweier Federn durch die Konstante einer Ersatzfeder ausdriicken 14 Bt. 

Ersetzt man die Feder mit den Konstanten C, und Cy durch die Feder mit der 
Konstanten C,, die Federn mit den Konstanten C,_, und C, durch die Federn mit 
den Konstanten Cy, so erhalt man nach dem Satz iiber das Zusammenwirken zweier 
Federn: 


und (7) 
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Ist die Vorspannung des Reitstockes vor Beginn der Wirkung von Py gleich K, und 
greift Py im Punkt 3, Abb. 4, an, dann verschieben sich Punkt 3 sowie auch die 
Punkte 1 und 2 unter der zusatzlichen Wirkung von Py, relativ zu den fix gedachten 
Punkten F, und F, in eine neve Gleichgewichtslage. Unter Zugrundelegung des 
Weg-Kraft-Schaubildes der beiden Ersatzfedern C;, Cy (Abb. 4) erhalt man die 
Reaktionskrafte K,’ und K,’, herstammend von K, und Py in den Punkten F, bzw. 1 


und F, bzw. 2 aus: CORA > (Klee TA 
8 
Cy: 4S, = (Ky — Ky) Bes 
worin AS; die Verschiebung des Angriffspunktes ,,3‘‘ unter Wirkung von Py ist. 


Die Krafte K,’ und K,’ kénnen gefunden werden, wenn beriicksichtigt wird, da der 
Unterschied K,’ und K,’ gleich Py sein muB. 


bie or Ka = Py. (9) 
Rechnet man aus diesen drei Bedingungsgleichungen K,' und K,’ aus, wobei man die 


Ersatzfederkonstanten nach den vorher angefiihrten Gleichungen wiederum durch 
die Werte C,, C,, C,, Cq_. ersetzt, dann erhalt man 


< | 
Ka = Prloy pe Sey + Ko | 
Ger O sag 
ceed \ (10) 
os is Sea ee o - err +K, | 
Ce VEOrs Ol On | 


Fa8t man in diesen Ausdriicken ~ -- see zusammen zu der Ersatzfederkonstan- 
@ t—2 


ten - und bestimmt man sich in Abhangigkeit von dem Elastizitatsmodul des Werk- 
t 
stiickes und vom Querschnitt des Werkstiicks die Federkonstanten 


x 
Co= EF | 


(a 
Cie = a | (7a) 


1 x \ 
+ Ko 


i ] 
as ST 


1 x 

G, | EF 

1 1 l 

CG, 0, EF 
Verkiirzt sich auBerdem beispielsweise das Werkstiick zwischen 1 und 2 etwa 

zufolge einer seitlichen Ausbiegung oder sonstiger Ursachen um den Betrag Brine 


dann tritt eine Verminderung der Krafte K,’|, und K,’|, um den Betrag 
ik 


Ky le coo Py 


1) Satie, 


| 
| (10 a) 
| 


1 1 lh 
CG, * 0, | EF 
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auf, Eine VergréBerung der Krafte K,’ und K,’ ergibt sich fiir eine Verlangerung ,,q” 
des Stabes zwischen 1 und 2, etwa durch Erwairmung hervorgerufen. 


Diese VergréBerung betragt + 1 a 1 
C; af 0; a EF 


Fiir den allgemeinsten Fall lauten somit die Gleichungen fiir die Spitzenkrafte: 


Abb. 5. 


Die extremen Werte fiir K, und K, erhalt man praktisch geniigend genau bei der 
Annahme p = const., g = const. fir x= 0 und x=1. Es wird: 


l ] 
C, 4 RF ae = Pisa) Py 


Lacy is 
0,0," Bae 


Komax =p Py - Ky 


1 i 
OG, + Y— Ple=o) p— 
K, ww = Ko|e-9 = Py L- Ky. 


: 
\ (10c) 
| 
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Die Gré8t- und Kleinstwerte fiir K, folgen sodann aus: 


Ky max See = Kymax — Py | 


Ky yon = K,| 29 = Kewan — Py. J (10d) 


Zeichnet man die EinfluBlinien fiir K, und K,, dann ergibt sich das Schaubild der 
Abb. 5. Die EinfluBlinien sind praktisch zueinander parallele Gerade vom Abstand Py, 
deren Neigung gegen die x-Achse nach 


tg & = 


1 1 
ea y ia 
berechnet werden kann. Es ist an dieser Stelle wieder hervorzuheben, daB sowohl 
die Vorspannkraft K, als auch der unter der zusatzlichen Wirkung von Py entstehende, 
unmittelbare axiale Reaktionsdruck eine vollkommen symmetrische Verteilung 
der Auflagepressungen an den Beriihrungsstellen zwischen Kugelkérnern und kegeliger 
Kornergrube hervorruft. 

Diese Tatsache ist von Wichtigkeit, weil Kraftewirkuugen quer zur Werkstiicks- 
langsachse w eine unsymmetrische Verteilung der Flachenpressung verursachen kénnen, 
wodurch unter Umstanden eine vollkommene Entlastung einer Anlagestelle und damit 
eine unsichere Anlage einer Kérnerflanke zustande kommen kann. Durch die Spitzen- 
krafte K, und K, entstehen Reaktionskrafte normal auf die Flanken der Korner- 
griibchen von der GréBe: 


Kes 
Im Lager 1...22” Sanat 

K, 
Im Pager 2 322 ange 


Aus diesen Betrachtungen geht deutlich hervor, daf nach der bisherigen Auf- 
fassung, wonach die Drehbank als starres System angesehen wurde, nicht die tatsach- 
lich auftretenden KraftauBerungen K, und K, bestimmt wurden, sondern sich stets 
Lagerreaktionen der GréBe (K,) = K,+ Py bzw. (K,) = Ky ergeben haben, die 
unabhangig von der Lage des Angriffspunktes von Py waren. Diese Fehlauffassung 
war auch der Grund, warum die tatsichlichen MeBergebnisse von Kurrein und Kieke- 
busch nicht mit den berechneten Werten tibereinstimmten, obwohl von den genannten 
Forschern das Werkstiick bereits als elastisch in Rechnung gestellt worden war’. 


3. Zusammenhang zwischen der Reitstockvorspannung Kg und der von den Quer- 
belastungen herstammenden indirekten Kérnerabdrangung ,,H“ im elastischen System. 


Betrachtet man die EinfluBlinien der Spitzendriicke K,|, und K,|, und die EinfluB- 
linien der indirekten Kornerabdrangung H,|, und H,|,, dann miissen diese die in 
Abb. 6 festgehaltene relative Beziehung aufweisen, damit fiir keine Stelle x zwischen 1 
und 2 die Auflagerpressung zwischen Kugelspitze und Kornergrube einen bestimmten 


vorgegebenen Kleinstbetrag - unterschreitet.. Zum Versténdnis der eben aufge- 


stellten Behauptung sei noch einmal auf das im Abschnitt ,,Axialkrafte im starren 
System‘‘ Vorgebrachte verwiesen, nach dem unter der alleinigen Wirkung einer 
Querkraft ,,R“ stets die Spitze mit der gréBeren Reaktionskraft (#,) nur an einer 
Flanke unter Pressung anliegt. Es ist dies jene Flanke (1’) des Kérnergriibchens, 


1 Diese wichtige Tatsache wurde vom Verfasser der vorliegenden Arbeit in enger Fihlung- 
nahme mit dem Professor fiir Technische Mechanik an der Technischen Hochschule Wien, Herrn 


‘Dr. Karl Wolf, festgestellt. 
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welche auf der Seite des Angriffspunktes der Querkraft liegt. Wiinscht man, daS 
F h 
auch die der Querkraft abgewendete Flanke mit einer Mindestpressung > an dem 


Kugelkorner zur Anlage kommt, dann ist hierzu eine entsprechend groBe axiale Vor- 
spannung K erforderlich. Die notwendige Gesamtanlagekraft K bestimmt sich auf Grund 
dieser Uberlegung nach Abb.6 aus 


: K=H+24, (11) 
ied my Yy 8 wenn H die auftretende indirekte 
y Spitzenabdrangung nach Abb. 6 (H, = 
h oe P gung 1 

We “ill KsH+2h. = R,: tg «, und A, = R,+ tg «,) upd 
Ath the 1p, A ” = die unbedingt erforderliche Mindest- 
he Galea aid ag ” 2 anlagehorizontalkraft zwischen Kugel- 
la cae korner und der Kornergriibchenflanke 

% aa ier an ae Wey ORs mit einer Flankenseite bedeutet. 
er » Betrachtet man die Krafteverteilung 
a oe 4. an den einzelnen Flanken, so wie sie in 


Abb. 6 fiir xz = 0 gezeichnet ist, dann 
wird die Bedingung 

Kise > Hy" th h, (12) 
A solange maBbgebend sein, als die Flanke 
insp ~«=O 2 SMMIt einer gréBeren Anlagekraft als 


i 


uo anliegt, also dann, solange 


2 
Gx Fas Pye 7 ee 
2 mee: 5: 


ee , oder anders ausgedriickt, wenn 
| @.—He < Py | (12a) 


ist. Ist der Angriffspunkt der Kriafte 
in Nahe der Spitze 2, dann kehrt sich 
das Bild um und es besteht die Be- 
dingung 


| Kou Hed | (Flanke 2’) (13) 


solange an der Flanke 1” 


Jeinst 
h— Py H, — H. h 
SSS SS SS 3 -- 2 5 1 > eb’ 
Flanke 2” Flanke 7" 


2 
ist, was 
Abb. 6. | G—Hie>Py |. (13a) 


entspricht. Es ist also (H, — H,)|, im Vergleich zu P, ein Kriterium dafiir, welche 
Spitze die kleinste Anlagekraft hat. Wir bekommen die Verhaltnisse so, wie im Ein- 
fluBlinienbild der Abb. 6 gezeichnet. Fiir 


(H, — H,)|x < Py gilt: Kyj2 — Ary >h 
und fiir 
(1, — Hy)\2 >Py gilt: Koi, — Hoje > h. 


In dem KinfluBlinienbild der Abb. 6 ergibt sich ein Axjing, an der Stelle x = 0. 


Beitrag zur Bestimmung der Axialschubinderung beim Langdrehen. 265 


Da der Kleinstwert von h meistens bei x = 0 liegt, wird es normalerweise geniigen, 
die Bedingungen nur fiir diese Stelle zu untersuchen. 


Setzt_ man fiir die erhaltenen Bedingungen die im Abschnitt 2b berechneten 
Werte [Gl. (10b)] ein, dann gilt 


1 x 1 
a. + EF (gi == Bis) p, 


tees i eg | 1 


1 1 1 
0, ' 0, EF 
fur eH ie, Py | 
und , , (10e) 
1 © 
wee pact Pia) 
| O, 6, = aF 
fir (H, — H,); > Py | 


Hier bedeutet x jene Stelle, an welcher die Differenz (K, — H,) bzw. (K, — H,) aus 
Abb. 6 den Kleinstwert erreicht (fiir die in der Abbildung gezeichneten Verhaltnisse 
ist dies fiir 7 = 0 der Fall). 


4. Verkiirzung der wirksamen Werkstiickslange durch die Wirkung der Schnittkraft-. 
komponenten Pz und des Biegemomentes Mpy. 


Dadurch, da die am Werkstiick angreifenden Schnittkrafte eine Ausbiegung 
des Werkstiickes senkrecht zu seiner Liangsachse verursachen, vermindert sich die 
fiir die Federung mafgebende ,,wirksame Werkstiickslange““ um einen Betrag ,,p“, 
gemessen in der x-Richtung, der mit der Durchbiegung ,,f*‘ des Werkstiickes zusammen- 
hangt. ,,p‘° setzt sich aus mehreren Anteilen zusammen, deren jeweilige GréBe sich 
als Funktion der betrachteten Kraftkomponente und der Lage des Kraftangriffs- 
punktes ,,3°, Abb. 1 berechnen la8t. Fiir unsere Betrachtungen von Wichtigkeit ist 
nunmehr die Feststellung jener Lage des Kraftangriffspunktes ,,3‘‘, in welcher die im 
Abschnitt 2 berechneten K,- und K,-Werte ihr Minimum erreichen. Wie ersichtlich, ent- 
halt die Bestimmungsgleichung fiir K, und K, auch die EinfluBgréRe ,,p‘‘, herstammend 
von den Verkiirzungen zufolge seitlicher Werkstiicksausbiegung, welche ihrerseits 
eine Funktion von ,,z‘‘ ist. Da sich jedoch fiir den Summenausdruck p als Funktion 
von «x trotz verschiedener Vereinfachungen rechnerisch schwerfallige Ausdrucks- 
formen ergeben und auBerdem ,,p“ gréRenordnungsgemaB gegentiber den iibrigen 
Anteilen nicht sehr ins Gewicht fallt, geniigt es im allgemeinen, die ausschlaggebenden 


: D é 1 
p-Werte fiir die Sonderfalle a) Kraftangriffspunkt ,,3° = in Werkstiicksmitte « = > 


bzw. b) Kraftangriffspunkt ,,3‘°— am Werkstiicksanfang und Werkstiicksende 
x = 0, « =1 zu bestimmen. Grundsatzlich rechnet sich der p-Wert aus dem Unter- 
schied zwischen der Bogenlange des ausgebogenen Werkstiickes und der zugehorigen 
Sehne als Differenz p = (Bogenlange — Sehne). Da im allgemeinen die Biegelinien 


l—p 
sehr flache Kurven sind, kann p nach der Gleichung p =1/, { y’? da berechnet werden. 
0 
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a) Scheinbare Werksticksverkiirzung, hervorgerufen durch die senk- 
recht auf die Werkstiicksachse wirkende Kraft R&. 


Die unter der im Punkt ,,3‘‘ mit der Koordinate x angreifende Kraft & zustande 
kommende Verkiirzung pp des Werkstiickes bestimmt sich unter Auswertung der 
vorstehenden Erkenntnisse mit: 

R? 1° A 5 a4 6a 2 x 
Pr= wpe" eee (14) 


?2 l iB 14 
pp wird fiir die Stellen x = 0, Punkt 1, und fiir die Stelle x = /, Punkt 2, je zu einem 
Minimum, und zwar in diesem Fall zu Null. 


Bee = Paar == (l) (14a) 
Das Maximum der Verkiirzung unter der Wirkung von A tritt auf fiir « = 1/2 und 
erreicht die Grobe: 
ke? lS 2 
Pruax = age’ yey = 10 
I 
wobei in der Bestimmungsgleichung fiir pz der an der Stelle = > auftretende 


“ee 


Biegepfeil ,,f‘ eingefiihrt wurde. 
b) Scheinbare Werkstiicksverkiirzung py unter der Wirkung des am 
Werkstiick angreifenden Momentes M?y = Py:r = Py. 

In analoger Weise wie im Abschnitt a gezeigt werden konnte, ergibt sich auch 
unter der Biegewirkung des Momentes Py,-/ eine scheinbare Verkiirzung py der 
Werkstiickslange zwischen den Spitzen, deren GréBe sich nach 

Pye py \2 xz \3 a \4 
ip oa 15 (+) + 30 (7) — 15 (7) 
berechnen laft. Die Maximalwerte fiir py treten an den Stellen « = 0 und x =/ 
auf, wahrend sich der Minimalwert an der Stelle x = 1/2 ergibt. 
Py? - 45 1 Py,’ 15 ] 
o-0 EJ? 90 ce (15a) 


(15) 


Pu = Pu 


max 


und py = Pu 


min 


2-2 EJ? 1440 


Wie man leicht erkennt, betragt der Minimalwert von py etwa nur oe von Py 


max 


c) Scheinbare Werkstiickslangenanderung pg unter der Wirkung des 
Higengewichtes des Werkstiickes. 


Die unter der Wirkung des Werkstiickgewichtes zustande kommende scheinbare 
Langenanderung des Werkstiickes kann mit 


sO Bat drktjel t 
Po = Fez 9370 — Const. (16) 


angegeben werden. Sie ist von der Lage der Kraftangriffspunkte ,,3‘‘, also von der 
Abszisse x, unabhangig. 


d) Scheinbare Gesamtverkiirzung des Werkstiickes. 


Solange der elastische Bereich nicht iiberschritten wird, diirfen die Einzelanteile 
der Verkiirzungen mit guter Annaherung an die Wirklichkeit zusammengezahlt 
werden. Demnach ergibt sich unter Beriicksichtigung der nach verschiedenen Ebenen 
weisenden Biegepteile niherungsweise die Summenverkiirzung p als Funktion von x 


mit: 2 
P= Pur Pr Pe- (17) 
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Hierbei wird der von R herstammende, 
nach aufwarts gerichtete Biegepfeil unter 
der Wirkung der nach unten gerichteten 
EKigengewichtsdurchbiegung _verkleinert, 
wodurch pg mit negativem Vorzeichen 
eingesetzt ist. 

Da schon im Abschnitt 2c gezeigt 
werden konnte, daf die kleinste Axialkraft 
K, zumeist beim Kraftangriff an der Stelle 
, Ll“ (w = 0) erwartet werden darf, ist somit 
von besonderer Wichtigkeit der Wert p fiir 
die Stelle x = 0. Dieser ergibt sich zu: 


Kriterium zurungetshren Abschétzung 
ob Kips g tatsdchlich ein Kleinstwert ist 


Ye > 4, 


| 4% 
iY =r ae Pu + pg = 27 ? Ky..g = Kleinstwert 
“=0 eal x=0 1 
Jee eee Uh G- Is il ae 
wiic ee 3 3 (17a) 2 
90H? J? ' #H2 J? 2370 Ki 


und wird nun in die im Abschnitt 2b J oh a ee 
und 2c dargestellte Bestimmungsgleichung Ve xt Visinchoverk 
fir K, und K, eingefiihrt. pg wird in 

z=0 
diesem Fall mit positiven Vorzeichen ein- 

=) , =p, 

gefiihrt, da fiir r ie \ R iiberhaupt keine Pola he 
Verkiirzung herbeifithrt, somit also sowohl — 
Py, als auch G verkiirzend wirken. Eine = : 
graphische Darstellung der EinfluBlinien _%  y._" ./2 - ats ae ) 
von p als Funktionen von x ist nur dann 1,2,4 Ce ee eae 
notwendig, wenn es sich um besonders % * @ eae 
genaue Untersuchungen handelt bzw. wenn Y= a ee 
die an Hand der Abb. 7 abgeleiteten 2 +£F & J) 


Kriterien diese Darstellung ausdriicklich 


k Abb. 7. 
zur Bedingung machen. 


Genau genommen miSte man unter Zugrundelegung der Werte fiir p sowohl K, als auch K, 
als Funktionen von x ausdriicken, wobei man 


Py 
aa ea 2B 6-B 
CO 1 Ra ee Rene as 
eee leat Wake at ol ol meg Tg ag 
5 Sore Ge, eo WO, 


Kii=K,— Py 


erhielte. Hierbei bedeuten: 


R15 2g a Tp pao: Pas 
Be = 30 m-0? Ba = Ep 3370 zs 
Neer i 
aap ak Pyy = Pyg = 
M90 E? J? 


ok : 
Bildet man den Differentialquotienten ae und setzt ihn Null: 
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aK 1 12 Bp 30 Bp BY, riyB Bap) heiee 
lacie por Se | ia, 2 a” Peps ihn pee ae 
Ce 90 B 15 B Pp 
Hn M 
Win) ia o 4a( Ao By) = +p } 


dann erhilt man jene Stelle ,,x‘‘, fiir welche sich die extremen Werte von K, bzw. K, ergeben. 
2 sae 

Die zweite Ableitung a 148t die Entscheidung zu, ob es sich um ein Maximum oder Minimum 

handelt. 


Nachdem die Ableitung von — die Abszisse x in der fiinften Potenz enthalt, ist eine all- 
gemeine Lésung der Gleichung nicht méglich. Fir die Durchrechnung praktischer Aufgaben 
ist daher die Aufzeichnung der Veranderung der K,-Werte durch die Wirkung von ,,p“ als 
EinfluBlinie tiber a (siehe Abb. 7) zu empfehlen. Hierbei wird wie in Abb. 7 gezeigt, sogleich 
der von ,,p‘‘ herstammende Kraftanteil 


P R P M 
1 1 pe oe 1 1 
Cee C, . Oy Oa 
eingetragen. Summiert man die Linien 
P P 
1 a ee era 
Cy eaCraien o Ose es 


zieht diese Summe ab von Ordinaten der Linie fiir K,’, dann erhalt man die Stelle, fiir welche 
der Kleinstwert von K, eintritt und auch die Gré8e des Ki min selbst. In Abb. 7 wurde der Hinfluf8 
des Werkstiickeigengewichtes py vernachlassigt. Um rein rechnungsmafig ein zumindest naherungs- 


weise geltendes und fiir die Praxis meist ausreichendes Kriterium zu schaffen, wann tatsachlich 
diese graphische Bestimmung vorgenommen werden mu8, und fiir welche Falle mit guter Naherung 
direkt der K,-Wert an der Stelle x = 0 (= 4 ) als Kleinstwert angesehen werden kann, sind 


x“=0; 
in der Abb. 7 drei verschiedene K,’-Linien eingetragen, die sich untereinander durch verschieden 


groBe Werte des Winkels & unterscheiden. Wie diese Abb. 7 zeigt, kann fiir den Fall, daf 
Yu > Yp ist Ky als Kleinstwert angesehen werden. Wird jedoch y, < y,, dann ist die graphische 


x2=0 
Auswertung notig, nachdem dann K, noch nicht den kleinsten K,-Wert darstellt. 
x =0 
Aus der gleichen Abb. 7 erhalt man auch die Bestimmungsgleichung fir y, und y, fir die 
ties 
Stelle # =" mit ne 15 R Pye? 
ts 1 1 1 960 90 
E2 J2 
malo + G+ aR) 
Py.t 
Yr l il 
l+ HF (— + 
a ee 


5. Versuche. 


a) VergréBerung der wirksamen Werkstiickslange durch die Erwarmung 
wahrend des Drehens. 


Um den Einflu8 der Erwirmung auf die Spitzenkrafte zu ermitteln, wurde im 
Versuchsfeld fiir Werkzeugmaschinen an der Technischen Hochschule Wien ein Versuch 
mit einer Drehlange von 300mm und 60mm Drehdurchmesser ausgefiihrt. Das 
Schruppen eines Werkstiickes aus St 37 erfolgte mit einer Schnittgeschwindigkeit 
von 25°3m/min und einem Vorschub von 0:142mm/Umdr. Der Spanquerschnitt 


betrug 0°43 mm’. Es ergab sich durch die Erwarmung eine Verlangerung von unge- 
fahr 160 . 
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b) Durchrechnung eines Beispieles. 


Fiir eine Spitzenlange von 1500 mm, einer Spitzenhdhe von 420 mm und einem 
Drehdurchmesser von 60 mm wurden die Federkonstanten aus der Deformation des 
Drehbankbettes angenahert ermittelt: 


k 
Cy = 10 kg/u, “ 
6000 Y 
CG = = ke/u | , oe 
6000 «x in cm. g 


C12 = Tog Bele | 


Das Werkstiicksgewicht ist 34 kg. Nach Dubbel 
II, S. 612, 6. Aufl., treten folgende Schnitt- 
krafte auf: 


500 |— 


Py mae tt) kg, 
Pp = 200kg, 
P = 850 kg. 1125 | |1725kg 
i 5 Py-r 750¢m 700 50 eee 
Daraus ergibt sich Py, = Py, = 7 = 3kg. fein 


Nun sind die Querkrafte R, undR, aus den 

angegebenen Formeln zu rechnen. Als Keilwinkel der Kornergriibchen ist « = 45° 
angenommen, wodurch tg « = 1 und somit Rk = H ausfallt. Der Verlauf und die GroBe 
der Krafte sind aus Abb. 8 zu ersehen. 

Der Einflu8 der Durchbiegung ist gering. Es ergibt sich nach Abb. 8 ein 
Y, — 09 71 ke und 4, = 9°5 ke. 

Sehr stark macht sich die Erwairmung bei den Spitzenkraften bemerkbar. Schon 
eine Verlangerung des Werkstiickes von 160 ergibt Spitzenkraftvergré8erungen 
von ungefahr 800 kg. Beim tblichen Drehen vom Reitstock zum Spindelstock hin 
ist der WarmeeinfluB bei x = 0 noch nicht vorhanden. Mit wachsendem 2 steigt 
die Warmedehnung steil an. Es wird also die gefahrdetste Minimalanlage, wie Abb. 8 
zeigt, trotz WarmeeinfluB an der Stelle x = 0 zu suchen sein, das heift in den ent- 
sprechenden Bedingungsgleichungen ist der Wert x = 0 einzusetzen. 


c) VersuchsmaBige Darstellung der Krafte an den Ké6rnerspitzen. 


Abb. 9 zeigt ein Demonstrationsmodell, bei dem ein Stab mit seinen kugeligen 
Enden zwischen zwei in Axialfeldern gelagerten Kornergriibchen gespannt wird. Die 
Federwege und damit indirekt die Krafte K konnten mittels MeBuhren gemessen 
werden. Bei einer Querbelastung des Stabes 
ergaben sich anfanglich zu groBe Reibungs- 
krafte in den Fiihrungen. Diese Reibungskrafte 
_wurden dann aufgehoben, indem die Auflager- 
reaktion dieser Querbelastungen ausbalanciert 
und durch Aufhingung (tiber Umlenkrollen 
eines Hilfsstabes, der an denselben Stellen wie 
der Stab querbelastet wurde. 

Wurde nun der Stab durch Gewichte 
querbelastet, so zeigten die MeSuhren erst 
dann einen Ausschlag, sobald die vorher 
eingestellte Vorspannung K, durch die in- 
direkten Abdrangkrafte H iiberwunden war. 
Nach den von Prof. Kiekebusch an einer 
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Drehbank gemessenen, im VDI-Forschungsheft 360, 8. 9, veroffentlichten Werten 
ergibt sich dieselbe, damals allerdings noch nicht erklarte Tendenz. Wie aus dem 
Diagramm der Arbeit von Prof. Kiekebusch ersichtlich, weicht der Krafteverlauf 
in Wirklichkeit naturgema% infolge Reibung und Deformation von den theoretischen 
Werten etwas ab. 

Zusammenfassung. 


Die im vorstehenden angefiihrten theoretischen Uberlegungen, wie auch die tat- 
sichlichen Versuche zeigen, das beim Drehen die quer zur Stablingsachse wirkenden 
Krafte ,,R“ nicht unter allen Umstanden eine VergroBerung der in der Langsrichtung 
auf das Drehbankbett wirkenden Krafte hervorrufen. Diese tritt erst auf, wenn die 
Abdrangkrafte H an den Kornerspitzen bestimmte Maximalwerte iiberschreiten. 

In verschiedenen technischen Hilfsbiichern angegebene Gleichungen zur Berechnung 
der Axialkrafte an Drehbanken, die diese eigentiimliche Tatsache unberiicksichtigt 
lassen, sind daher unrichtig. 

(Eingegangen am 25. Januar 1949.) 


Eine experimentelle Bestimmung der aerodynamischen Reaktionen 
auf einen Fliigel mit schwingendem Ruder’. 
Von H. Drescher, Gottingen. | 
Mit 14 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Die Untersuchung stellt einen Beitrag zur experimentellen Priifung 
der Theorie des schwingenden FJiigels dar. An einem in einen Wasser-Stré6mungskanal eingebauten 
Tragfliigel mit Ruder wurden Druckaufzeichnungen und Strémungsaufnahmen gemacht, wahrend 
das Ruder harmonische Drehbewegungen ausfihrte. Die Abweichungen der gemessenen Druck- 
verteilungen und Krafte von den nach der Theorie berechneten Ergebnissen werden besprochen. 


Summary. This investigation is a contribution to the experimental test of the theory of the 
oscillating aerofoil. The pressure was recorded and the configuration of flow was photographed 
on a wing with a control surface installed in a water-flow-channel while the control surface performed 
harmonic angular movements. The differences between the pressure distributions and the forces 
measured, and the results calculated according to the theory are discussed. 


Résumé. Ces recherches constituent une contribution a Vétude expérimentale de Vaile 
oscillante. L’enregistrement de la pression et la photographie des lignes de courant ont été effectués 
sur une aile 4 volet placée dans un bassin de carénes, le volet effectuant des rotations de différentes 
valeurs. On a discuté ensuite les différences entre les distributions des pressions et des forces 
mesurées et les résultats théoriques. 


I. Einleitung. 


Kin sehr gefahrlicher Flugzustand ist das sogenannte Fliigelflattern, das ist ein 
Schwingungsvorgang, der durch den am Fliigel vorbeistreichenden Fahrtwind an- 
gefacht wird. Der Ubergang zu immer hoheren Fluggeschwindigkeiten in den letzten 
Jahrzehnten brachte auch eine Steigerung der Flattergefahr mit sich, weshalb bei 
der Entwicklung neuer Flugzeugtypen den Mafnahmen zur Vermeidung des Fliigel- 
flatterns besondere Bedeutung zukommt. 

1 Auszug aus einer von der Technischen Hochschule Graz genehmigten Dissertation. Die 
Arbeit entstand in der ehemaligen Aerodynamischen Versuchsanstalt Géttingen E.V. in der 
Kaiser-Wilhelm- Gesellschaft zur Férderung der Wissenschaften. Die Anregung zur Untersuchung 
instationarer Stromungsvorginge durch Druckmessungen in Wasser erhielt der Verfasser von 
den Herren Prof. Dr. A. Betz und Dr.-Ing. M. Kohler. Ihnen sowie den Herren Prof. Dr. L. 
Prandtl, Prof. Dr. H. G. Kiissner sei fiir ihre wohlwollende Anteiinahme an der vorliegenden 
Untersuchung herzlichst gedankt. Fir wertvolle Hilfe bei der Durchfithrung der Messungen 


ist der Verfasser seinen fritheren Mitarbeitern, insbesondere Herrn Ing. E. Wenger, zu be- 
sonderem Dank verpflichtet. 
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Fir die Beurteilung der Flattergefahr ist eine moglichst genaue Kenntnis der 
auf den schwingenden Fliigel wirkenden Luftkrafte erforderlich. Das Problem der 
Ermittlung dieser Krafte wurde zuerst auf theoretischem Wege behandelt. Seit 
der grundlegenden Arbeit von Birnbaum aus dem Jahre 1922? ist die Theorie 
des schwingenden Fliigels sehr weit ausgebaut worden. Sie erméglicht die Berechnung 
der aerodynamischen Reaktionen fiir die wichtigsten praktisch vorkommenden 
Schwingungsbewegungen, auch wenn die Zusammendriickbarkeit der Luft nicht 
mehr vernachlassigt werden darf (was bei Annaherung und Uberschreitung der 
Schallgeschwindigkeit der Fall ist), und auch, wenn die zur Vereinfachung des 
Problems urspriinglich gemachte Voraussetzung zweidimensionaler Stromung fallen 
gelassen wird. Der neueste Stand der Theorie ist kiirzlich von Kiissner und Billing? 
zausammenfassend dargestellt worden. 


Mit der raschen Entwicklung der Theorie hat die experimentelle Bestimmung 
der auf den schwingenden Fliigel wirkenden aerodynamischen Reaktionen nicht 
Schritt gehalten. Der Versuchstechnik fallt die Aufgabe zu, die Ergebnisse der Theorie 
zu priifen, eventuell auftretende systematische Abweichungen aufzuklaren und zahlen- 
ma8ig zu erfassen. Um hierfiir einen Beitrag zunachst fiir den Fall der zweidimensionalen 
Strémung in unzusammendriickbarer Fliissigkeit zu liefern, sind die im folgenden 
beschriebenen Versuche durchgefiihrt worden. Eine Zusammenstellung der bis zum 
Jahre 1945 bekanntgewordenen einschlagigen Untersuchungen hat der Verfasser* 
gegeben. 


II. Versuchseinrichtung. 


Die Versuche wurden an einem Fliigel mit dem symmetrischen Profil G6 409° 
durchgefiihrt, dessen hinterer Teil als Ruder ausgebildet war (vgl. Abb. 1). Dieser 
Fliigel befand sich in der rechteckigen Versuchsstrecke eines Wasserkanals und wurde 
dort mit konstanter Geschwindigkeit angestromt. Wahrend der Hauptfliigel fest- 
gehalten war, wurde das Ruder durch einen auBerhalb des Kanals aufgestellten 
mechanischen Antrieb harmonisch hin- und herbewegt. Mit Hilfe eines Mehrfach- 
manometers mit Lichtstrahlschreibung wurde der zeitliche Verlauf des Druckes an 
verschiedenen Punkten der Fliigeloberflache aufgezeiehnet. Aus der so erhaltenen 
zeitlich veranderlichen Druckverteilung wurden die auf den Hauptfligel und das 
Ruder wirkenden harmonisch veranderlichen Krafte und Momente bestimmt. Zur 
Erganzung wurde bei verschiedenen Versuchen die Strémung hinter dem Fliigel durch 
Farbfliissigkeit sichtbar gemacht und gefilmt. 


Die den Untersuchungen zugrunde gelegte Schwingungsform (Ruderdrehung) 
ist eine. Bewegung mit nur einem Freiheitsgrad, wahrend praktisches Fliigelflattern 
bei anliegender Strémung nur méglich ist, wenn der Fliigel mit wenigstens zwei 
Freiheitsgraden schwingen kann. Aber die auftretenden aerodynamischen Krafte 
sind von der gleichen Art, ob nun die Schwingungsbewegung wie hier von aufen 
eingeleitet wird, oder. ob sie wie beim wirklichen Flattern durch die Stromungskrafte 


2 W. Birnbaum: Das ebene Problem des schlagenden Fligels. Dissertation Gottingen, 1922; 
%. angew. Math. Mechan. 1924, S. 277. 

3 H. G. Kiissner und H. Billing: Instationére Strémungen, in Bd. XI: A. Betz: Hydro- 
und Aerodynamik. Naturforschung und Medizin in Deutschland 1939 bis 1946. Wiesbaden: 
Dietrichsche Verlagsbuchhandlung. 1948. 

4 H.Drescher: Experimentelle Ermittlung des instationa’ren Auftriebs. Kapitel 2 des 
Bandes G von H..G. Kiissner: Unsteady Processes. Monographien tiber Fortschritte der Luft- 
fahrtforschung. Gdéttingen. 1948. é - 

5 Die genaue Profilform ist in den Ergebnissen der Aerodynamischen Versuchsanstalt zu 
Gottingen, III. Lieferung, Minchen und Berlin: Verlag Oldenbourg, 1927, angegeben. 
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gesteuert wird. Die hier gewahlte Anordnung stellt gegentiber einer Versuchsanordnung 
mit zwei Freiheitsgraden eine erhebliche Vereinfachung dar‘. 

Die Verwendung von Wasser als Stromungsmittel an Stelle von Luft bietet den 
groBen versuchstechnischen Vorteil kleiner Geschwindigkeit und kleiner Frequenz 
bei verhaltnismaBig hohem Druck. Eine Ahnlichkeitsbetrachtung zeigt namlich, 
da8 Stromungsvorginge in Wasser und in Luft bei gleicher ModellgréBe dynamisch 
ahnlich verlaufen (das hei8t gleiche Reynoldssche Zahl haben), wenn die Geschwindig- 
keiten in Wasser etwa 13°5mal kleiner sind als in Luft. Die dabei auftretenden Krafte 
und Driicke sind etwa 4°5mal so groB. Die Zeiten, innerhalb welcher Anderungen vor sich 
gehen (z. B. Schwingungsdauer), sind in Wasser etwa 13°5 mal so lang wie in Luft, 
Krafte und Driicke sind etwa 4'5mal so gro’. 


Dimensionslose Bezeichnungen {meson Bezeichn. 
4 


Abb. 1. Untersuchter Fligel mit Ruder (Profil G6 409); Bezeichnungen. 


Der verwendete Wasserkanal hatte eine horizontal durchflossene Versuchsstrecke 
mit rechteckigem Querschnitt von 1m Héhe und 0°75m Breite. Die Wande der 
Versuchsstrecke bestanden zum grdBten Teil aus Glas. Der Kanal ist von 
Drescher® ausfiihrlich beschrieben. 

Der Fliigel besaB eine Gesamttiefe / = 0°3m und eine Spannweite 6 = 0°75 m. 
Er erstreckte sich von einer Seitenwand der Versuchsstrecke zur anderen. Die Ruder- 
drehachse lag Jp = 0°31 = 0°09m von der Hinterkante entfernt. Die Versuche 
wurden bei einem Anstellwinkel « = 0° und einer Mittelstellung des Ruders B = 0° 
durchgefiihrt. Das symmetrische Fligelprofil hatte also in dieser Stellung keinen 
Auftrieb, so da die durch die Schwingungsbewegung verursachten periodisch ver- 
anderlichen Krafte, die sich sonst den stationaren Kraften tiberlagern, allein vor- 
handen waren. 

Die Wassergeschwindigkeit wurde durch Drehzahlregelung des Kanalantriebs- 
motors auf Werte zwischen v = 1 m/s und 3 m/s eingestellt. Die mit der Fliigeltiefe / 
gebildete Reynoldssche Zahl lag demnach zwischen 0°3-10® und 0°9- 108. 


Die Ruderschwingung erfolgte bei allen Versuchen mit einer Amplitude 8 = 5°8°. 
Die Kreisfrequenz konnte mit Hilfe eines Schaltgetriebes und durch Veraénderung der 


6 In der Aerodynamischen Versuchsanstalt waren auch Druckmessungen an einem einfachen 
Fligel mit zwei Freiheitsgraden (Schlag- und Drehschwingung) vorbereitet, doch ist es zur 
Durchfithrung dieser Messungen nicht mehr gekommen. 

7 Diese Zahlenwerte gelten fir normalen Barometerstand und Zimmertemperatur. 

8 H. Drescher: Neue Wasserkanale der AVA. Jb. dtsch. Luftfahrtforsch. 1941, I., S. 714. 
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Drehzahl des Antriebsmotors auf Werte zwischen » = 1 und 60 s-t eingestellt 
werden. Die sogenannte ,,reduzierte Frequenz‘‘, das ist die mit der halben Fliigel- 
tiefe 1/2 und der Anstrémgeschwindigkeit v dimensionslos gemachte Kreisfrequenz 
w = v 1/2 v, hatte bei den Druckmessungen Werte zwischen 0 und 5:0, bei den Strémungs- 
aufnahmen bis 8°7. Von besonderem Interesse ist der Bereich von 0 bis 2°5, weil in 
ihm die bisher praktisch beobachteten Flatterfalle liegen. 


Fiir die Druckmessungen war das aus Bronze hergestellte Fliigelmodell in der 
Mitte, wo die Strémung mit guter Annaherung als zweidimensional angesehen werden 
kann, mit 21 Me8bohrungen von 1mm Durchmesser versehen. Der Hauptfliigel 
hatte 15, das Ruder 6 MeBbohrungen. Von diesen fiihrten Rohrleitungen zu dem 
auBerhalb des Kanals aufgestellten Manometer. Zur Uberleitung des Druckes vom 


bewegten Ruder auf das feststehende Manometer wurde eine Biichse mit Fettring- 
dichtungen verwendet. 


Das Mehrfachmanometer bestand im wesentlichen aus unten geschlossenen Feder- 
rohren, die bei Druckanderungen ihre Lange anderten. Diese Bewegung wurde zunachst 
durch Spannfaden ins Gro8e iibersetzt und dann auf Spiegel tibertragen, die sich um 
senkrechte Achsen drehen konnten. Blattfedern erzeugten die riicktreibende Kraft. 
Die Aufzeichnung der Druck-Zeit-Kurven erfolgte durch Lichtstrahlen von 1m 
Lange auf zwei Photopapierstreifen von je 12cm Breite. Die Nullstellungen der 
Manometer wurden bei ruhendem Wasser im Kanal als kurze waagrechte Striche 
auf die eine Seite der Papierstreifen aufgezeichnet. — Eine ausfiihrliche Beschreibung 
des Manometers und seiner Eigenschaften gibt Drescher’®. 


Durch Vorversuche mit sinusformig veranderlichen Driicken verschiedener Frequenz 
wurde zunachst die Dampfung der Manometer so eingestellt, daB die aufgezeichneten 
Driicke in dem in Betracht kommenden Frequenzbereich mit guter Anniherung den 
wirksamen Driicken proportional waren. Darauf wurde die durch Massentragheit 
(vor allem des Wassers in den MeBrohrleitungen) verursachte Nacheilung der auf- 
gezeichneten gegentiber den wirksamen Driicken ermittelt, um spater bei der Aus- 
wertung der Lichtschriebe als Korrektur verwendet zu werden. Die Manometer wurden 
bis zu einer Kreisfrequenz » = 35 s-! benutzt, ihre Higenfrequenz lag bei etwa 75 s-}. 


Die sinusférmige Bewegung des Ruders wurde mit Hilfe eines auf die Ruderwelle 
isoliert aufgesetzten Schleifdrahtes und einer Oszillographen-MeBschleife auf dieselben 
Lichtschriebe aufgezeichnet wie die Driicke. 

Zum Sichtbarmachen der Strémung wurde griine und rote Farbfliissigkeit ver- 
wendet; erstere trat oben, letztere unten aus Bohrungen des Fliigels aus. Die Farbe 
strémte zunachst an der Oberflache des Fliigels entlang und lieB im weiteren Verlauf 
die Grenze zwischen der an der Ober- und an der Unterseite vorbeigestrémten Fliissig- 
keit erkennen. Die so sichtbar gemachte Trennungsflaiche (Unstetigkeitsflache) 
hinter dem Fliigel wickelte sich auf (vgl. Abb. 5), und zwar am starksten an jenen 
Stellen, an denen der Geschwindigkeitssprung (die Wirbelstarke) am. gro8ten war. 
Die linksdrehenden Wirbel waren griin, die rechtsdrehenden rot gefarbt. Die Wirbel- 
flachen wurden mit einer Kinokamera mit 60 Bildern in der Sekunde aufgenommen. 
Um bei der spateren Auswertung feststellen zu kénnen, zu welchen Zeitpunkten auf 
den Manometerschrieben die einzelnen Filmbilder gehérten, wurde an der Kamera 
ein Kontaktgeber angebracht, der sowohl eine Glimmlampe als auch eine Oszillo- 
graphen-MeBschleife steuerte. Die Glimmlampe wurde mitphotographiert, wahrend 
die Oszillographen-MeBschleife den Kontaktschlu8 auf den Lichtschrieben kenn- 
zeichnete. 


9 H. Drescher: Mehrfachmanometer zur Aufzeichnung zeitlich rasch verainderlicher Dricke 
in Wasser. Jb. dtsch. Luftfahrtforsch. 1939, I., S. 684. 
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III. Ergebnisse der Theorie. 


Da der Hauptzweck der vorliegenden Untersuchung eine experimentelle Priifung 
der theoretisch berechneten Reaktionen auf den schwingenden Fliigel ist, mdgen 
zunachst kurz einige Ergebnisse der Theorie besprochen werden. 

Bei einer Schwingungsbewegung treten zwei Arten von periodisch veranderlichen 
Auftriebskraften am Tragfliigel auf, ,,Zirkulationsauftrieb“ und , Beschleunigungs- 
auftrieb“. Der Zirkulationsauftrieb ist der jeweiligen Zirkulation um den Fligel 
proportional. Der Beschleunigungsauftrieb kommt dadurch zustande, dal durch 
die auf- und abschwingende Bewegung die am Fliigel vorbeistrémende Fliissigkeit 
Beschleunigungen erfahrt und infolgedessen auf den Fliigel Tragheitswirkungen ausiibt ; 
die Komponenten in der vertikalen Richtung ergeben einen Beitrag zum Auftrieb. 

Fiir die theoretische Untersuchung wird der Fliigel durch eine unendlich diinne 
Platte ergetzt, im vorliegenden Falle durch eine ebene Platte mit einem Knick an 
der Ruderdrehachse (in Abb. 1 dick gezeichnet). Die Platte bewegt sich mit der 
Fluggeschwindigkeit v in x-Richtung vorwarts, wahrend der das Ruder darstellende 
Teil eine sinusférmige Drehschwingung ausfiihrt. Infolge dieser Schwingungsbewegung 
andert sich die Fligelzirkulation, es lésen sich daher fortwahrend freie Wirbel von 
der Hinterkante des Fliigels ab. Diese entfernen sich von ihm mit der Fliissigkeit. 
Das Feld der abgelosten Wirbel, das sich mit Schallgeschwindigkeit ausbreitet, be- 
einflu8t nun (beim Flug mit Unterschallgeschwindigkeit) die Stromung um den 
Fliigel selbst. Es hat am Ort des Fliigels — ebenso wie die Schwingungsbewegung — 
vertikale Geschwindigkeiten zur Folge, die eine entsprechende zusatzliche Zirkulation 
verursachen. Zur Berechnung der tatsachlich wirksamen Zirkulation J’ um den Fligel 
wird die grundlegende Annahme gemacht, da der Zusammenflu8 der an Ober- und 
Unterseite vorbeigestrémten Flissigkeit in jedem Augenblick glatt erfolgt, daB® also 
eine Umstrémung der Hinterkante nicht stattfindet. 

Fiir die Formulierung der theoretischen Ergebnisse soll hier als unabhangige 
Veranderliche statt der Zeit ¢ der mit //2 dimensionslos gemachte Flugweg vt 
(s = 2vt/l) benutzt werden, der wegen der konstanten Fluggeschwindigkeit v der 
Zeit proportional ist. Zur Darstellung der harmonisch veranderlichen GréBen soll 
die komplexe Schreibweise angewendet werden. 

Die Ruderbewegung kann entweder als der reelle oder der imaginare Teil der 
tolgenden Funktion angesehen werden: 


B= f-evt — B- e's — Boosws +ifsinas. 


Geometrisch bedeutet diese Funktion einen mit der Winkelgeschwindigkeit » in der 
komplexen Zahlenebene (entgegen dem Uhrzeigersinn) umlaufenden Vektor mit dem 
Betrag f, der zur Zeit t = 0 in der reellen Achse lag. 

Fir die GroBe des Zirkulationsauftriebes ist die sogenannte ,,wirksame Geschwindig- 
keit’’ w maBgebend, die durch die geometrischen und kinematischen Verhaltnisse 
des schwingenden Fliigels gegeben ist. Beim einfachen Fliigel, der seine Form nicht 
andert, ist es die vertikale Geschwindigkeit der Fliissigkeit im hinteren Neutralpunkt P, 
(der 1/4 vor der Hinterkante liegt); bei Fliigeln, welche wie im vorliegenden Falle 
ihre Form andern, ist w die Vertikalgeschwindigkeit im hinteren Neutralpunkt einer 
gedachten ebenen Platte, die mit der jeweiligen Nullauftriebsrichtung zusammenfallt. 
Fiir den hier untersuchten Fall gilt: 

) . Ese 
x =(5 G+ ie ®,) - Bee 


Vv 


Die Beiwerte @ sind von der Lage des Ruderdrehpunktes xp» = cos gy, also vom 
Tiefenverhaltnis 2 = 1/1 abhangig. Die hier und weiter unten benutzten ®-Werte 
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Abb. 3. Vektordansvelluny der an dem Fliigel mit harmonisch bewegtem Ruder bei w = 2 
auftretenden harmonisch veranderlichen Groen (Theorie). 
18* 
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(A = 0:3, cos p = — 0°4) sind der Arbeit von Kiissner und Schwarz” entnommen 
und in Tabelle 1 zusammengestellt. 


Tabelle 1. Beiwerte ® fir das Tiefenverhaltnis 2=0°3 nach 
Kissner und Schwarz?. 
2:07579 @, = 0°79267 D, = 128322 @, = 0°68605 
1°69828 D, = 0°39236 @, = 2°61184 
Die Dichte ¢ der sich an der Hinterkante des Fliigels ablosenden Wirbelflache 


kann nach der folgenden, dem Aufsatze von Kassner und Fingado™ entnomme- 
nen Formel berechnet werden: 


2, 
®, 


ltl 


CAD) 12 
é=— : 


. 1 
loave (+5 a js) 
Diese Funktion ist in Abb. 2 dargestellt#®. Als Beispiel ist dort ¢/7w als Pfeil 


fiir w = 0°5 eingezeichnet. Das zugehorige w liegt in der positiven reellen Achse. - 


Der Auftrieb wird in der iiblichen Weise mit der Fliigelflache 1b und dem Flug- 
staudruck g = v? 9/2 dimensionslos gemacht. Der so gebildete Auftriebsbeiwert ¢ 
wird im folgenden meist der Kiirze wegen als Auftrieb bezeichnet. Der Zirkulations- 
auftrieb cp wird mit Hilfe der sogenannten Zirkulationsfunktion P (i w) berechnet: 


H,® 
HH,” Gay Hy 
Diese Funktion P (iw) steht mit der von Kiissner angegebenen 7'-Funktion in der 
Beziehung P (¢ w) = [7 (tw) + 1]/2. Genau berechnete Werte sind bei Kiissner’ 
- gu finden. In Abb. 2 ist auch P — 1 = [7 — 1]/2 dargestellt. Als Beispiel sind die 
Pfeile P, P — 1 und 7'/2 fiir wm = 0°5 eingetragen. Auch hier ist die wirksame Ge- 
schwindigkeit w in der positiven reellen Achse liegend zu denken. 

Der Zirkulationsauftrieb wird nach der Formel berechnet: 


14 


e 


Po) = Po a 


cr = 22 —+ Plo). 


In Abb. 3 sind fir den hier untersuchten Fliigel mit schwingendem Ruder die 
Auftriebskrafte fiir eine reduzierte Frequenz w = 2 als Vektoren dargestellt. 
Der Zirkulationsauftrieb cp kann aus drei Teilen zusammengesetzt gedacht werden. 


¢, = 26, fe® stellt den stationaren Anteil dar, der allein vorhanden ware, wenn 
der Auftrieb stets sofort den dem jeweiligen Ruderwinkel £ stationar entsprechenden 


Wert annehmen wiirde. Durch Hinzunahme des Gliedes c, = iw ®, B e'®® erhalt 
man den der wirksamen Geschwindigkeit proportionalen ,,quasistationaren‘‘ Auftrieb 


C¢, +6, = 2% =, in dem beriicksichtigt ist, daf& durch die Vertikalgeschwindigkeit 


0 H. G. Kiissner und L. Schwarz: Der schwingende Fliigel mit aerodynamisch ausgegliche- 
nem Ruder. Luftfahrt-Forsch. 17, 337 (1940). 


1 R. Kassner und H.Fingado: Das ebene Problem der Fligelschwingung. Luftfahrt- 
Forsch. 13, 374 (1936). 

% Die Funktionen /, und f, sind von v. Borbely: Mathematischer Beitrag zur Theorie der 
Fligelschwingungen, Z. angew. Math. Mechan. 16, 1 (1936), berechnet worden; Zahlenwerte 
bis m = 5 finden sich bei G. Ellenberger: Bestimmung der Luftkrafte auf einen ebenen Trag- 
fligel mit Querruder. Z. angew. Math. Mechan. 16, S. 199 (1936) Tabelle IT. 

18 Der Realteil komplexer Funktionen soll mit einem Strich (e’) gekennzeichnet werden, 
der Imaginarteil mit zwei Strichen (¢’’). 

“4 H,?) und H,@) sind die Hankel-Funktionen zweiter Art, nullter und erster Ordnung 
(vgl. z. B. E. Jahnke und F. Emde: Tafeln héherer Funktionen 1948. B. G. Teubner, Verlags- 
ges. Leipzig. 

 H.G. Kissner: Allgemeine Tragflichentheorie. Luftfahrt-Forsch. 17, 370 (1940). 


. 
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des Ruders zusatzlich ein relativer Anstrémwinkel entsteht. Das Glied c, = 


— ae 4 *. (P — 1) stellt den oben besprochenen EinfluB der freien Wirbel hinter 


dem Fliigel dar. Dieser kann bis zu 50% des quasistationéren Auftriebes betragen. 
Die gestrichelte Kurve in Abb. 3 ist aus Abb. 2 tibertragen; die Richtung der wirk- 
samen Geschwindigkeit fallt in die von c, + c,. Die drei Anteile von cp greifen im 
vorderen Neutralpunkt P, (1/4 von der Fliigelvorderkante entfernt) an. 

Zu den von der Zirkulation abhangigen Reaktionen kommt noch ein Moment 


1 ss an 
Cms5 = -) @; Bes 


hinzu, das durch die Wélbung des Fliigels infolge des Ruderwinkels bedingt ist. 

Der Beschleunigungsauftrieb besteht aus zwei Teilen, dem _,,beschleunigungs- 
proportionalen“ Anteil c, und dem ,,geschwindigkeitsproportionalen“ Anteil c;. Diese 
werden in der Literatur haufig auch als Kelvinsche Impulse bezeichnet. Die am 
Fliigel vorbeistrémenden Fliissigkeitsteilchen erfahren ja Vertikalbeschleunigungen 
einmal unmittelbar infolge der Vertikalbeschleunigung des Ruders, anderseits aber 
auch dadurch, daB sie bei Drehbewegungen des Fliigels aus Bereichen kleiner Ge- 
schwindigkeit in solche gréBerer gelangen (Coriolis-Beschleunigung). 

Der beschleunigungsproportionale Anteil ergibt sich zu 

— 2 
C= — $0 DB cae |= e o, 55 

der geschwindigkeitsproportionale Anteil zu 


Gg = ia, pers|—o 7 | 


odes 
Die Entfernungen ihrer Angriffspunkte von der Fliigelvorderkante sind fiir c,: 
Pye F 
Cen oe 0°687 1, 
fir_c,: 
a) : 
0. er 1:074 J. 


Fiir den mit dem Flugstaudruck g dimensionslos gemachten Drucksprung am 


Fliigel [/7 (x) = Ap/q], der auch als Auftriebsverteilung tiber der Fliigeltiefe bezeichnet 
wird, ergibt die Theorie: 


T= +4’, TW=fe, F=0p+,4+7,+4+ 0; 
Hy = 2 (20, + i ®,) P(i a) cotg-> Beis; 


a 2 o 
I, =i= [4 (@ — 9) sin 6 — ®, cotg > + 


1— cos (@ + ee 
+ 2 (cos g — cos #) In orp [Be 7 


= 
| 


— 2 w®{[sin p + 2 (w — 9) 00s 9] sin 8 — (a — g) sin 8 cos 8 + 


1 1 — cos (8 + @g) 
Pig TT cage Lag) 


2 1 — cos (8 + @) 
I, = a (In 1 — cos (® — g) 


(cos g — cos oy Bo eos; 


2 sin cote 5} Be es, 


Der imaginare Teil der Amplitude obiger Funktion (II’') stellt die Auftriebsver- 
teilung in dem Zeitpunkt dar, in dem das Ruder durch seine Nullage von oben nach 


unten hindurchgeht; der reelle Teil (IZ) die bei gréBtem Ruderausschlag vorhandene. 
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In Abb. 4 ist die Druckverteilung fiir diese beiden Zeitpunkte fiir eine reduzierte 
Frequenz w = 2 dargestellt. Die untersten Kurven //’ und /7 ’ sind aus den dariiber 
gezeichneten zusammengesetzt. Die eingezeichneten Pfeile geben GréBe und Lage 
der zugehorigen Auftriebskrafte an. Die auf das Ruder und den Hauptfliigel entfallen- 
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Abb. 4. Verteilung des theoretischen Auftriebes und seiner Anteile iitber der Fliigeltiefe fir 
w = 2 bei gréBtem Ruderausschlag (J7’) und bei positivem Nulldurchgang (J7”). 


den Kraftanteile cz und cg sind ebenfalls nach GréBe und Wirkungslinie eingezeichnet. 
Auf eine Wiedergabe der entsprechenden Formeln soll hier verzichtet werden. 

Weitere graphische Darstellungen der theoretischen Ergebnisse folgen bei der 
Mitteilung der Versuchsergebnisse. Hier sei besonders auf die aus den Abb. 6 bis 12 
ersichtliche Abhangigkeit der aerodynamischen Reaktionen von der reduzierten 
Frequenz hingewiesen. 


IV. Versuchsergebnisse. 


Von den Laufbildaufnahmen sind in Abb. 5 Einzelbilder aus vier verschiedenen 
Versuchen mit den reduzierten Frequenzen 0°915, 2°15, 4°75 und 8°7 wiedergegeben. 

Um die genaue Ruderstellung im Augenblick der Aufnahme dieser Einzelbilder 
zu finden, wurden mit Hilfe der in II besprochenen Markierungen die jeweiligen 
Aufnahmezeitpunkte in den zugehérigen Lichtschrieben gesucht und dort die ent- 
sprechenden Ruderwinkel abgelesen. Beim obersten Bild (@ = 0°915) befindet sich 
das Ruder auf seinem Wege von unten nach oben 0°8° iiber seiner Mittelstellung. 
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Abb. 5. Wirbelflachen bei verschiedenen reduzierten Frequenzen, mit Farbfliissigkeit sichtbar 
gemacht. Die eingezeichneten Striche zeigen die Stellen der gréf&ten Wirbeldichten nach der 
Theorie. 
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Abb. 6. Druck- bzw. Auftriebsverteilung tber der Fligeltiefe bei verschiedenen reduzierten 
Frequenzen; Auftriebsvektoren fiir Gesamtfliigel und Ruder. 
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Abb. 7. Auftrieb des Ruders bei Gré8tausschlag (cg’) und bei positivem Nulldurchgang (c¢R”) 
tiber w. 


4 10 20 5,0 4,0 w 5,9 


Abb. 8. Hauptfligelauftrieb bei RudergréBtausschlag (¢g’) und bei positivem Nulldurch- 
gang (cq”’) tber ow. 
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Beim zweiten Bild (@ = 2°15) bewegt es sich nach oben und ist 1°5° tber seiner Null- 
stellung. Beim dritten Bild (w = 4°75) schlagt es gerade von oben nach unten durch 
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Abb. 10. Amplitude und Phase des Hauptfligelauftriebes iiber o. 


seine Mittelstellung hindurch. Beim untersten Bild (@ = 8°7) bewegt es sich nach 
unten, ist aber noch 0°2° tber seiner Nullstellung. 

Die Abbildungen zeigen die bereits in II erwahnte Tatsache, daB sich die Un- 
stetigkeitsflache aufwickelt. Fiir die Berechnung des Einflusses, den die vom Fliigel 
abgelésten freien Wirbel auf die Gré8e des Zirkulationsauftriebes haben, nimmt die 
Theorie an, dafs die Unstetigkeitsflache unbeweglich in der Flissigkeit zuriickbleibt, 
wahrend sich der Fliigel mit Fluggeschwindigkeit von ihr entfernt. In diese Berechnung 
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Abb. 11. Verlauf des Momentenbeiwertes fiir Rudergré®8tausschlag (c¢,,’) und positiven Null- 
durchgang (c,,’”) iber w (kopflastig positiv). 
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Abb. 12. Beiwert des Rudermomentes fiir GréBtausschlag (cm R’) und positiven Nulldurch- 
gang (¢m Rr’) tiber ow. 
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geht der waagrechte Abstand der freien Wirbel vom Fliigel ein. Um zu priifen, ob 
dieser Abstand tatsachlich der theoretischen Annahme entspricht, wurden in die 
Abbildungen die Stellen eingezeichnet, an denen sich die Maximalwerte der Wirbel- 
flachen befinden miissen, wenn die erwahnte Annahme zutrifft®. Wie Abb. 5 
zeigt, ist die Ubereinstimmung recht gut. Hine kleine Verzégerung in der Ausbildung 
der Zirkulation, die eine Verringerung der erwahnten Abstande zur Folge haben muB8, 
ist zwar nach den unten besprochenen Ergebnissen der Druckmessungen vorhanden, 
sie ist aber so klein, da8 sie in den Abbildungen nicht zu erkennen ist. Die Verformung 
der Wirbelflache beeinfluBt also diesen Abstand nicht wesentlich. Sie verandert 
allerdings das Strémungsfeld in der Nahe 
der Fliigelhinterkante, und zwar um so 
stirker, je groBer die reduzierte Fre- 
quenz ist. Hierauf wird bei Besprechung 
der Ergebnisse der Druckmessungen 
noch eingegangen werden. 

Von den bei den Versuchen auf- 
genommenen Druckschrieben wurden 
38 weiter ausgewertet. 

Damit UnregelmaBigkeiten im Ver- 
lauf der aufgezeichneten Kurven, die 
auf unvermeidliche Erschtitterungen, 
nicht ganz regelmaBige Ruderbewegung, 
UngleichmaBigkeiten in der Anstré- 
mung und anderes zuriickzufthren sind, 
bei der Auswertung nicht stéren, wurden 
durch harmonische Analyse diejenigen 
Sinusschwingungen bestimmt, die sich 
Abb. 13. Weg der Vektorspitze des Hauptfliigel- aun beaten toa anpaBten. Aus 

auftriebes bei Verdinderung von o. diesensind dann die Amplituden (J7) und 
Phasenverschiebungen gegeniiber der 

Ruderbewegung (0) ausgemessen worden. Nach anbringen der in IJ erwahnten Korrek- 
turen fiir die Massentragheit der MeBeinrichtung wurden /7 und 6 iiber der Fligel- — 
tiefe aufgezeichnet, wie Abb. 6 an einigen Beispielen zeigt. Durch Multiplikation der 
Amplituden // mit cos 6 wurde die Auftriebsverteilung fiir den Augenblick gréBten 


Ruderausschlages erhalten (J7’ = IT cos 5), durch Multiplikation mit sin 6 fiir den Augen 
blick, in dem das Ruder von oben nach unten durch seine Nullstellung hindurchgeht 
(II = IT sin 6). Planimetrieren dieser hier nicht gezeigten. Diagramme ergab den 
Auftrieb fiir die beiden genannten Zeitpunkte (c’ und c’”). 

In den Abb. 7 und 8 sind die so erhaltenen Auftriebsbeiwerte fiir Ruder (cz’ und cp’) 
und Hauptfliigel (cz’ und cy’’) iiber w dargestellt. Die Auftriebsbeiwerte fiir den 
Gesamtfliigel sind nicht wiedergegeben, weil sie sich unmittelbar durch Addition 
der auf Ruder und Hauptfliigel wirkenden Krafte ergeben (c’ = cr’ + cq’ und 
Ce = Op + cy’). Die Amplituden und Phasenwinkel der Auftriebskrafte wurden 
aus ¢ = //c/?+c'’2 und tg 6 = c'/c’ erhalten. Sie sind in den Abb. 9 und 10 fiir das 
Ruder und den Hauptfliigel in Abhangigkeit von der reduzierten Frequenz aufgetragen. 
In den Abb. 11 und 12 sind die Momentenbeiwerte c,, = M/qb fiir den Gesamt- 
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16 Die senkrechten Striche in Abb. 5 liegen in der Vertikalebene, in welcher die Farbe 
aus dem Fligel austrat (0°2 m von der vorderen Glaswand entfernt). Fir diese Ebene ist auch 


die Fhigeltiefe 1 eingezeichnet, sie erscheint wegen der perspektivischen Verki klei 
die Tiefe der im Bilde erkennbaren Stirnfliche des Fligels. beige arare ss 
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fliigel und das Ruder (Index R) gezeigt. Sie ergeben sich durch Bildung der statischen 
Momente von den zwischen den Kurven JJ’ (x) und J7’’ (x) und der w-Achse einge- 
schlossenen Flachen um die Fliigelvorderkante, bzw. Ruderdrehachse. 

In Abb. 6 sind neben den Auftriebsverteilungen auch die Auftriebsbeiwerte fiir 
den Gesamtfliigel (c) und fiir das Ruder allein (cg) in Vektorform dargestellt. Die 
nach der Theorie ermittelten Vektoren sind dabei in ihre Anteile zerlegt. 

In Abb. 13 ist die Kurve gezeichnet, die die Vektorspitze des Hauptfliigelauftriebes 
beschreibt, wenn sich die reduzierte Frequenz zwischen 0 und 5:0: andert. 

In alle Diagramme sind zum Vergleich die Ergebnisse der Theorie eingetragen. 
Besonders auffallende Abweichungen, welche einen grundsitzlichen Zweifel an der 
Anwendbarkeit der Theorie erwecken kénnten, sind nicht festzustellen!’. 


Die aus den Diagrammen ersichtlichen Abweichungen zwischen den Ergebnissen 
der Versuche und der Theorie sollen nun etwas genauer untersucht werden. Dabei 
soll besonders der w-Bereich zwischen 0 und 2°5 betrachtet werden, einmal weil dieser 
in der Praxis besonders interessiert, dann aber auch, weil die MeBergebnisse mit zu- 
nehmender Frequenz unsicherer werden. 


Als physikalische Ursachen fiir die Abweichungen kommen hauptsachlich in 
Betracht: 1. Die Profilform, die ja von der theoretisch zugrunde gelegten unendlich 
diinnen, geknickten, ebenen Platte stark verschieden ist. 2. Das Vorhandensein der 
Fligelgrenzschicht; die Theorie rechnet mit reibungsloser Potentialstromung. 3. Die 
Verformung der Unstetigkeitsflache, die bei der theoretischen Berechnung der Krafte 
unberiicksichtigt bleibt. 


Bei den Kurven, welche die Auftriebsverteilung tiber der Tiefe darstellen (vgl. 
Abb. 6), fallt zunachst auf, daB die theoretischen Kurven Spitzen mit unendlich hohem 
Druck an der Fliigelvorderkante und an der Knickstelle D haben. Die Ursache dafiir 
sind die scharfen Kanten, die bei Potentialstromung nur mit unendlich groBer Ge- 
schwindigkeit umstrémt werden kénnen und unendlich groBe Unterdriicke zur Folge 
haben. In Wirklichkeit ist das Profil an diesen Stellen stark gerundet, so daB nur 
endliche Driicke auftreten. Die einzige scharfe Kante ist die Hinterkante, die aber 
nicht umstrémt wird, sondern im Gegenteil dafiir sorgen soll, daB an ihr die beiden 
Stromungen, die von der Fliigeloberseite und der Fligelunterseite kommen, glatt 
zusammenflieBen. 


Im allgemeinen ist der gemessene Auftrieb kleiner als der theoretische und in 
der Phase gegeniiber diesem nacheilend. Betrachtet man hierzu die Auftriebsver- 
teilungskurven JT (x) bei den kleineren reduzierten Frequenzen, so fallt auf, daB die 
Versuchskurven besonders im hinteren Teil des Fliigels niedriger liegen als die 
theoretischen. Als Ursache fiir diese Erscheinung ist die Fliigelgrenzschicht anzusehen, 
die an der Fliigelnase beginnt und nach hinten dicker wird. Sie drangt die gesunde 
Strémung (das ist die nicht durch Reibung gebremste Fliissigkeit) immer mehr von 
dem Fliigelprofil ab, was sich in einem Verlust an Zirkulation auBert. Diese Wirkung 
der Fliigelgrenzschicht ist eine von stationaren Vorgangen her bekannte Erscheinung. 


17 Hier sei auf die Versuchsergebnisse hingewiesen, die von E. G. Reid und W. Vincenti: 
An experimental determination of the Jift of an oscillating airfoil, J. aeronaut. Sci. 8, Nr. deal 
(Nov. 1940), an einem einfachen Fliigel ohne Ruder durch Kraftmessungen mit einem schreibenden 
Federdynamometer erhalten worden waren. Bei kleinen reduzierten Frequenzen lag der Auftrieb 
iiber dem theoretischen, zwischen w = 0°6 und 0°9 fiel er jedoch sehr rasch ab und lag bei 
w = 0°95 bereits erheblich niedriger als der theoretische Wert, so da im weiteren (nicht mehr 
untersuchten) Verlauf sehr groBe Unterschiede erwartet werden kénnen. Dieser merkwiirdige 
Verlauf, der gerade in einem -Bereich liegt, in dem Flatterfalle méglich sind, veranlaBte Reid 
und Vincenti, die Notwendigkeit weiterer Untersuchungen zu betonen, da die erwahnten Ab- 
weichungen Zweifel an der Anwendbarkeit der Theorie aufkommen liefen. 
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Zur Erklarung der Phasennacheilung des gemessenen Auftriebes gegentiber dem 
theoretischen sei an die unter II bereits mitgeteilte Beobachtung erinnert, daB in 
den Wirbelflachen die linksdrehenden Wirbel griin, die rechtsdrehenden rot gefarbt 
waren. Es kam also jeweils Farbfliissigkeit vor allem von jener Fligelseite in den 
Nachlauf, an der gerade die gréBere Geschwindigkeit herrschte. Die Dicke der Grenz- 
schicht ist daher beim schwingenden Fliigel periodischen Schwankungen unterlegen. 
Das schwingende Ruder beeinfluft die gesunde Strémung und damit die Zirkulation 
nicht unmittelbar, sondern iiber die dazwischen befindliche Grenzschicht, die dabei 
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Abb. 14. Zirkulationsfunktion P (i w), theoretisch und aus dem gemessenen Hauptfligelauftrieb 
ermittelt. 


ihre Dicke andert. Ihr Vorhandensein hat demnach eine ahnliche Wirkung wie ein 
, toter Gang“ in einem Schubkurbelgetriebe; sie bewirkt eine zeitliche Verzégerung 
in der Ausbildung der durch die Schwingungsbewegung des Ruders gesteuerten 
Zirkulation. 

Der auf den Hauptfligel entfallende Kraftanteil ist vor allem Zirkulationsauftrieb, 
der auf das Ruder entfallende gré8tenteils Beschleunigungsauftrieb. 

Der Zirkulationsauftrieb wird nach der Theorie mit Hilfe der in III angegebenen 
Zirkulationsfunktion P (7 w) berechnet: 


cr = 2n—. Pio). 


Es ist naheliegend, umgekehrt aus dem experimentell ermittelten Zirkulations- 
auftrieb mit Hilfe der gleichen Formel eine Zirkulationsfunktion P, (i w)!8 zu_be- 
stimmen, die den Grenzschichteinflu8 enthalt. Da deram Hauptfliigel gemessene Auftrieb 
zum groBten Teil Zirkulationsauftrieb ist, ist es zweckmaBig, diesen fiir die Umrechnung 
zu verwenden. Die dabei als Korrekturen zu beriicksichtigenden anderen Auftriebs- 
anteile sind gegeniiber cy, klein und wurden zunachst gleich gro wie ihre theoretischen 
Werte angenommen. Die auf diese Weise gewonnene Zirkulationsfunktion ist zusammen 
mit der theoretischen in Abb. 24 des Hauptberichtes (vgl. Anm. 1) wiedergegeben. 
Inzwischen wurde die Zirkulationsfunktion aus dem gemessenen Hauptfliigelauftrieb 
neu berechnet, wobei die Gréfen der nicht von der Zirkulation abhangigen Anteile 
ebenfalls aus den Versuchsergebnissen (siehe unten) bestimmt und eingesetzt wurden. 


18 Wenn zwischen den experimentell ermittelten und den theoretischen Werten unterschieden 
werden soll, werden erstere mit dem Index e versehen. 
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Diese zweite Naherung fiir die experimentell bestimmte Zirkulationsfunktion ist in 
Abb. 14 dargestellt. 


Diese Funktion kann nun an Stelle der theoretischen Zirkulationsfunktion zur 
Berechnung des Zirkulationsauftriebes am schwingenden Fliigel benutzt werden. 
Hierdurch wird der Einflu8 beriicksichtigt, den die Fliigelgrenzschicht auf GroBe 
und Phase des Zirkulationsauftriebes hat. Es kann angenommen werden, da8 sich 
dieser Einflu8 auch bei anderen Fliigelanordnungen in nahezu derselben Weise aus- 
wirkt wie bei dem hier untersuchten Fliigel mit Ruder, so daf& die experimentell 
erhaltene Zirkulationsfunktion, multipliziert mit der jeweils giiltigen wirksamen 
Geschwindigkeit, einen Zirkulationsauftrieb liefert, der den wirklichen Verhaltnissen 
besser entspricht als der theoretisch berechnete. 


Auf diese Weise kann der Zirkulationsauftrieb fiir den ganzen Fliigel und fiir 
den Hauptfliigel allein berechnet werden. Beim Ruder ist jedoch wegen des starkeren 
Hinflusses der Fliigelgrenzschicht der Zirkulationsauftrieb kleiner; er kann auf Grund 
der Versuche bei einem Tiefenverhaltnis von etwa 2 = 0°3 mit 0°65 seines theoretischen 
Wertes angenommen werden. 


Wie die Abb. 7 und 9 zeigen, ist auch der am Ruder gemessene Auftrieb, der ja 
vor allem aus Beschleunigungskraften besteht, bei kleineren reduzierten Frequenzen 
gegeniiber den theoretischen Ergebnissen kleiner und in der Phase nacheilend. Offenbar 
ist die Beschleunigung, welche die den Fliigel umgebende Fliissigkeit durch die Ruder- 
bewegung erfahrt, kleiner als nach der Theorie und tritt etwas verspatet auf. 
Bei Betrachtung von Abb. 9 fallt auf, da die Amplitude bei héheren reduzierten 
Frequenzen sehr stark zunimmt und schlieBlich den theoretischen Wert iibersteigt. 
Auch in Abb. 6 ist in der unten wiedergegebenen Auftriebsverteilung eine Uberhéhung 
der theoretischen Kurve im Bereich des Ruders festzustellen. Diese Erscheinung 
diirfte ihre Erklarung darin finden, da8B sich die Wirbelflache bei héheren w-Werten 
stark aufwickelt und damit das Strémungsfeld in der Nahe der Fliigelhinterkante 
beeinfluBt. Wie Abb. 7 zeigt, tritt diese groBe Ruderkraft in dem Augenblick auf, 
in dem das Ruder durch seine Nullage hindurchgeht (cg’’). In dieser Stellung ist die 
unterste der Stromungsaufnahmen in Abb. 5 gemacht worden. Das Ruder bewegt 
sich dort von oben nach unten durch seine Mittelstellung. Durch das in der Theorie 
nicht erfaBte Aufwickeln der Unstetigkeitsflache entsteht in der Flissigkeit in dem 
betrachteten Augenblick in der Nahe der Fliigelhinterkante eine zusatzliche Ge- 
schwindigkeitskomponente nach oben, welche die relative Geschwindigkeit zwischen 
Ruder und Flissigkeit vergroBert. Hierdurch mu auch der geschwindigkeits- 
proportionale Beschleunigungsauftrieb cz; eine Steigerung erfahren. Da, wie Abb. 3 
zeigt, Cp 3 der groBte Anteil der in dem betrachteten Zeitpunkt auf das Ruder wirkenden 
Kraft cp’ ist, wachst diese hierdurch stark an. 

Die Beiwerte fiir den theoretischen Ruderauftrieb setzen sich aus den folgenden 
Teilen zusammen (vgl. Abb. 3): cry’ = Crp’ + Craters; CR’ =Crr’ +Cre: Bei 
stationarer Stromung (m = 0) und voll ausgeschlagenem Ruder ist der Auftrieb: 
Cro = Rro + CRs 

Um auch die aus den Versuchen erhaltenen Ruderauftriebsbeiwerte in der gleichen 
Weise in ihre Anteile zerlegen zu konnen wie die theoretischen, kénnen zunachst 
die von der Zirkulation abhangigen Anteile in der oben besprochenen Weise berechnet 
werden. Aus dem gemessenen cz,’ kann dann cg3, bestimmt werden und aus dem 
stationaren Auftrieb cp», der Wert fiir cp ;,. Hierauf kann aus cp,’ der beschleunigungs- 
proportionale Anteil cg,, ermittelt werden. 

In ahnlicher Weise kénnen auch die auf den Hauptfliigel wirkenden Beschleunigungs- 
krafte im einzelnen bestimmt werden. 
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Es ergeben sich etwa die folgenden Werte: 

Aus der stationaren Messung crs, = 0°92 crs. 

Bei dem geschwindigkeitsproportionalen Beschleunigungsauftrieb zeigte sich eine 
Abhangigkeit von der reduzierten Frequenz (wie bereits erwahnt wurde); es kann 
etwa gesetzt werden cz, = (0°5 + 0:24 w)c, sowohl fiir das Ruder allein, als auch 
fir den Gesamtfligel. 

Im w-Bereich von 0 bis 2°5 ergab sich cp4, = 0°5 Cpy. Es zeigte sich, dab cry, 
bei hdheren Frequenzen etwas groBer wird!®. Fir den Gesamtfliigel kann etwa 
Cae = 0°6 cy, gesetzt werden. 

Wie weit eine Ubertragung der Ergebnisse, die aus den nicht von der Zirkulation 
abhangigen Anteilen gewonnen worden sind, auf andere Fliigelanordnungen médglich 
ist, kann nicht angegeben werden. Hierzu fehlen vor allem noch entsprechende 
Messungen an einfachen Fliigeln ohne Ruder. Mit den bisher erhaltenen Ergebnissen 
ist eine solche Rechnung zunachst nur fiir die von der Ruderbewegung abhangigen 
Auftriebsanteile moglich. 

Da es wegen der versuchstechnischen Schwierigkeiten nicht méglich ist, fiir jeden 
gerade interessierenden Fall eines schwingenden Fliigels die zeitlich veranderlichen 
Krafte zu messen, konnte ein halbexperimentelles Verfahren angewendet werden”, 
bei dem der Auftrieb und die Auftriebsverteilung bei stationarer Strémung, die 
ja leicht zu messen sind, auf den schwingenden Fligel umgerechnet werden. Durch 
die stationaren Messungen soll dabei die spezielle Form des Profils und der Ruder- 
anordnung erfaBt werden und durch Anwendung von empirischen Umrechnungs- 
formeln die Erscheinungen, welche die Zirkulation und den Beschleunigungsauftrieb 
beeinflussen. 

Zum SchluB mége noch betont werden, da die vorliegenden Ergebnisse noch 
mit gewissen Unsicherheiten behaftet sind, und daB noch Verbesserungen und Er- 
weiterungen in verschiedenen Richtungen erforderlich sind, um das Ziel, die bei 
Schwingungsbewegungen auftretenden aerodynamischen Reaktionen moglichst genau 
zu kennen und zahlenmaBig zu erfassen, erreichen zu kénnen. 

Die Grenzschichtvorgange am schwingenden Fliigel sind noch nicht vollstandig 
erfaBt. So zeigten sich z. B. bei Beobachtung der Grenzschichtstromung an einem 
einfachen Fliigel in einem Wasserkanal der AVA periodische Stauungen, die unter 
Umstanden noch andere als die hier besprochenen Wirkungen haben koénnen. Die 
Frage, ob die Art der Grenzschichtstrémung (laminar, turbulent) die instationaren 
Stromungsvorgange beeinfluBt, ist noch ungeklart. — Schwingungsvorginge, bei 
welchen sich die Strémung vom Fliigel teilweise ablést?!, konnen nur experimentell 
untersucht werden. 

Das Aufwickeln der Unstetigkeitsflache und sein EinfluB auf den instationaren 
Auftrieb mii8ten noch genauer erforscht werden. In der hier vorliegenden Arbeit 
wurde die Schwingungsamplitude des Ruders nicht verandert. Die Theorie: nimmt 
eine lineare Abhangigkeit der Krafte von der Amplitude an; da das Aufwickeln der 


© Aus Messungen der Rudermomente von H. Voigt und F. Walter: Erprobung einer Me8- 
methode und einer Versuchseinrichtung zur Bestimmung instationarer Luftkrafte (Versuche 
an einem schwingenden Ruder), ZWB-Forschungsbericht 1575 (1942), ergab sich bei w = co 
etwa Cr4ae= 0°75 cR4. 

0 Ein Verfahren, welches die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit weitgehend benutzt, hat 
H. Drescher: Experimentelle Ermittlung des instationéren Auftriebes, Kap. 2 des Bandes G 
von H.G.Kiissner: Unsteady Processes, Monographien itiber Fortschritte der Luftfahrt- 
forschung, Géttingen 1948, vorgeschlagen. 

*1 Sog. Abreifschwingungen wurden zuerst von H. lL. Studer: Experimentelle Unter- 
suchungen tiber Fligelschwingungen (1936), Mitteilungen aus dem Institut fir Aerodynamik 
der EK. T. H. Zurich, untersucht. 


Bestimmung der aerodynamischen Reaktionen auf einen Fliigel mit schwingendem Ruder. 289 


Unstetigkeitsflache von der Starke der abgelisten Wirbel abhangt, dieses aber den 
theoretisch berechneten Beschleunigungsauftrieb veriindert, waren eingehendere 
Untersuchungen hieriiber erwiinscht. 

Der EinfluB, den die endliche Spannweite des Fliigels und der, den die Zusammen- 
driickbarkeit der Luft auf die aerodynamischen Krafte beim schwingenden Fliigel 
ausiben, miiBten ebenfalls noch experimentell untersucht werden. 


V. Zusammenfassung. 


In der vorliegenden Arbeit ist eine experimentelle Bestimmung der Strémungs- 
krafte beschrieben, die auf einen Tragfliigel wirken, wenn der als Ruder ausgebildete 
hintere Teil des Fliigels harmonische Drehbewegungen ausfiihrt. Die reduzierte 
Frequenz lag bei den Messungen zwischen 0 und 5:0. 

Die Untersuchungen wurden in einem Wasserkanal tins weil hier die 
Messungen und Strémungsbeobachtungen leichter durchfiihrbar waren als in einem 
Windkanal. 

Gemessen wurde der zeitliche Verlauf des Druckes an 21 Punkten der Fliigel- 
oberflache mit Hilfe eines Mehrfachmanometers mit Lichtstrahlschreibung. Hieraus 
wurden die Auftriebsverteilung tiber der Tiefe des Profils, die Auftriebskrafte und 
die Momente fiir den Fliigel und seine Teile (Ruder und Hauptfliigel) bestimmt. 

Die Wirbelflache hinter dem Fliigel wurde sichtbar gemacht und gefilmt. Die 
aufgenommenen Bilder zeigen, da sich die Wirbelflaiche infolge ihrer Eigenzirkulation 
um so starker verformt, je gréBer die reduzierte Frequenz ist. Soweit die Abbildungen 
erkennen lassen, stimmt die Lage der gréBten Wirbeldichte mit der theoretischen gut 
uberein. 

Die bei den Messungen festgestellten Abweichungen zwischen Versuch und Theorie 
sind nicht so groB, dafi Bedenken gegen die Theorie erhoben werden kénnten. Es 
wurde versucht, die Abweichungen physikalisch zu erklaren und zahlenmaBig zu 
erfassen. 


VI. Bezeichnungen. 


l m  Gesamtfliigeltiefe. 

le; la m Tiefe des Ruders bzw. Hauptfliigels. 

A= toll Tiefenverhaltnis. 

2) von A abhangige Beiwerte (Tabelle 1). 

b m Spannweite. 

o Anstellwinkel. 

B Ruderwinkel (positiv nach unten). 

v n.s7} Fluggeschwindigkeit, Anstrémgeschwindigkeit im sre 

w Ms * wirksame Geschwindigkeit. 

re m2 s-* Zirkulation. 

é msc Wirbeldichte der Unstetigkeitsflache. 

0 kg m-‘s? Dichte des Strémungsmittels. 

= = ov? kgm-?  Staudruck. 

p ke m-? Druck. 

Ap kgm-2 Drucksprung, Druckunterschied zwischen Fliigelunter- und 
-oberseite. 

W = Aplg Drucksprung, mit g dimensionslos gemacht (positiv nach oben). 

t S Zeit. 

s= a m Flugweg, mit //2 dimensionslos gemacht. 

y ate Kreisfrequenz. 
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o= = reduzierte Frequenz. 

€ Basis der natiirlichen Logarithmen. 

a imaginare Kinheit. 

Pio) = zs 8 ++ Zirkulationsfunktion (P nach v. Borbely, 7 nach Kiissner). 

EOS Abszisse eines Fliigelskelettpunktes, mit 1/2 dimensionslos 
gemacht. 

Lp-= COs Abszisse des Ruderdrehpunktes, mit //2 dimensionslos gemacht. 

C= a Auftriebsbeiwert (positiv nach oben). 

Cy = oe Momentenbeiwert, auf Fliigelvorderkante bezogen, Bezugs- 

: lange J (kopflastig positiv). 

Cm R Beiwert des Rudermomentes, auf den Drehpunkt D bezogen, 
Bezugslange 1. 

6 Phasenwinkel gegeniiber der Ruderbewegung. 

L m Wellenlinge der Unstetigkeitsflachen. 

Tt m Abstand der gré8ten Wirbeldichte auf der Unstetigkeitsflache 


von der Fliigelhinterkante. 


Haufig verwendete Zeiger: 

rn Beispiel: Jp das Ruder betreffend. 

a » Cz den Hauptéliigel betreffend. 

3 GroBtwert (weggelassen, wenn kein Irrtum médglich). 

, c’ Realteil einer komplexen GréBe; bei harmonisch veranderlichen 
GréBen Wert bei RudergréfBtausschlag. 

= c’’ Imaginarteil einer komplexen Gré8e; bei harmonisch veranderlichen 
GroBen Wert bei positivem Nulldurchgang des Ruders. 


n - cp von der Zirkulation abhangig. 

: Ss c; den geschwindigkeitsproportionalen Beschleunigungsauftrieb — be- 
treffend. 

A ss c, den beschleunigungsproportionalen Beschleunigungsauftrieb be- 
treffend. 

5 ‘s Crs den WolbungseinfluB infolge Klappenausschlages betreffend. 

E - c, experimenteller Wert (nur verwendet, wenn zur Unterscheidung 
notwendig). 


(Hingegangen am 22. Feber 1949.) 


Das reine Randwertproblem des ebenen elastischen Keiles'. 
Von J. Majer, Wien. 
Mit 3 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Zur Bestimmung der Spannungsverteilung in einem elastischen, sich 
ins Unendliche erstreckenden, ebenen Keil, der an den Randern belastet ist, wird die Airysche 
Spannungsfunktion verwendet. Fir Randlasten, die ein Verschwinden der Scheibenspannungen 
im unendlich Fernen mit allfalliger Ausnahme der Rander erlauben — dieser Fall hat konkrete 
physikalische Bedeutung —, l1a8t sich das Randwertproblem der biharmonischen Differential- 
gleichung mittels der Formeln der Integraltransformation von Mellin ziemlich allgemein lésen. 
Zwei Beispiele werden angefihrt. 

Summary. For determining the stress distribution in a plane, elastic, infinite wedge loaded 
along the edges the Airy stress function is used. For surface loading, where the stresses may 


* Die vorliegende Arbeit stellt im wesentlichen den Inhalt einer im September 1948 an der 
Technischen Hochschule in Wien eingereichten Dissertation zur Erlangung des Doktorgrades dar. 
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disappear at an infinite distance, with possible exception of the edges—this being a case of 
actual physical importance—a fairly general solution of the boudery problem is given by use 
of the integral transformation theorem of Mellin. Two examples are given below. 


Résumé. Pour déterminer la distribution des tensions dans un secteur plan et élastique, 
s’étendant 4 Vinfini, soumis & des efforts s’exergant sur ses bords on applique la fonction d’Airy. 
En se bornant au cas ot les forces extérieures permettent aux tensions de disparaitre & l’infini 
éventuellement 4 l’exception des contours — qui est surtout important du point de vue physique — 
ce probléme aux limites de l’équation différentielle biharmonique se résoud de facon assez 


généralement & Vaide des formules de la transformation intégrale de Mellin. Deux exemples 
sont données. 


1. Hinleitung. 


Diese Arbeit beschaftigt sich mit der elastizitatstheoretischen Untersuchung einer 
von zwei sich schneidenden Geraden begrenzten Scheibe, welche sich ins Unendliche 


erstreckt, einen halben Offnungswinkel « < + besitzt und an den geraden Randern 


belastet ist. Das Problem wird als ebenes behandelt und die Frage nach den Spannungen 
im Keil gestellt. 

Werden Massenkrafte nicht beriicksichtigt, dann lassen sich die drei den ebenen 
Spannungstensor in jedem Punkte bestimmenden Spannungswerte als zweite partielle 
Differentialquotienten einer Funktion F (x, y) bzw. F (r, #) der sogenannten ,,Airy- 
schen Spannungsfunktion“ in folgender Form darstellen?: 


pol ind Ble 2 nglapele Pee 
Se! Ee Ee tay On Oy ~ 
In Polarkoordinaten lauten die entsprechenden Ausdriicke: 
1 er Teor er é iL POH] 
Teme naere vet sore 08, oe” palin or (; i aa): (1) 


Diese Ansatze befriedigen die Gleichgewichtsbedingungen und gelten daher ganz 
allgemein fiir jedes sich im Gleichgewicht befindliche Kontinuum. Unter den be- 
kannten Voraussetzungen der klassischen Elastizitatstheorie mu die Spannungs- 
funktion der partiellen Differentialgleichung 

AAF = 03 (2) 
genugen. 

Die gestellte Aufgabe ist dann als gelést zu betrachten, wenn man eine Funktion F 
findet, welche der biharmonischen Differentialgleichung geniigt und die vorgegebenen 
Randbedingungen erfiillt. 

Fiir bestimmte einfache Randbedingungen wurden Lésungen fiir den Keil gegeben: 
Einzellast- und Momentenangriff an der Spitze auf Grund der Michellschen* Lésun- 
gen bei Girkmann® und Fillunger®, Belastung eines Randes durch Gleichlast 
bei Fillunger® und Akira Miura’ und fiir linear zunehmende Last bei Lévy* und 
Wolf®. Die einzige wahrend der Abfassung dieser Arbeit fiir den Verfasser er- 
reichbare Untersuchung, welche sich mit einem allgemeineren Lastfall beschaftigt, 


2 Beziiglich der Theorie der ebenen Scheiben siehe die zusammenfassende Darstellung bei 
K. Girkmann: Flachentragwerke, 8.17 bis 47. Wien: Springer-Verlag. 1946. 

3 AA bedeutet die zweimalige Anwendung des Laplaceschen Operators auf F’. (2) wird als 
biharmonische Differentialgleichung bezeichnet. 

4 J. H. Michell: Proc. London. math. Soc. 32, 35 (1900). 

5 K. Girkmann: Flachentragwerke, S. 130. Wien: Springer-Verlag. 1946. 

6 Pp. Fillunger: Z. angew. Math. Mechan. 218 (1930). 

7 Akira Miura: Spannungskurven in rechteckigen und keilformigen Tragern, 8. 61. Berlin. 
1928. 

8 M. Lévy: C. R. hebd. Séances Acad. Sci. (1898). 

9 K. Wolf: S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. Ila 72 (1914). 
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stammt von Shepherd! und behandelt Einzellastangriffe am Rande in der Ent- 
fernung 1 von der Keilspitze™. 


Es ist mir eine angenehme Pflicht, den Herren Prof. Dr. K. Wolf und Dr. P. Funk 
an dieser Stelle fiir die Anteilnahme und freundliche Beratung bei der Verfassung 


zu danken. 
2. Die Randbedingungen. 


Hier werden an den geraden Randern des Keiles, das heift fiir 9 = +a die 
Werte op) und 1,» gegeben. Die Angabe von Randspannungen am gesamten den 
Bereich umschlieBenden Rand bestimmt bei endlichen einfach zusammenhangenden 

Bereichen eine eindeutige Lésung, da sie 


mit der Vorgabe von F und i. am Rande 


mathematisch gleichwertig ist!*. Die ge- 
gebenen Randspannungen diirfen insoferen 
mathematisch nicht vollkommen willkirlich 
angenommen werden, als sie ein Gleich- 
gewichtssystem bilden miissen. Bei end- 
lichen Bereichen ist diese Voraussetzung 
meistens im vorhinein gegeben, weil die 
Randspannungen meist in eingepragte 
Krafte (gegebene auBere Lasten) und Re- 
aktions- (Auflager-) Krafte unterteilt er- 
scheinen. 

Beim Keil, der sich ins Unendliche er- 
streckt, kann auf Grund des oben Gesagten 
die Vorgabe der Spannungen an den geraden 
Randern allein, zur eindeutigen Bestimmung 

_Abb. 1. Keil mit Einzellasten. der Spannungen im Keil noch nicht ge- 
niigen, da die geraden Rander den Bereich 
nicht ganz umschlieBen. Es ist vorteilhaft fiir die Anschaulichkeit, von einem end- 
lichen Bereich ausgehend, sich den hier im endlichen, zur UmschlieBung des Bereiches 
fehlenden Rand als eine ins unendlich ferne verschobene Randkurve zu denken 
(R — co, Abb. 1). Offenbar miissen wir noch Voraussetzungen tiber die Spannungen an 
diesem ,,unendlich fernen Rand“, die man auch als Auflagerspannungen der an diesem 
Rande irgendwie gelagerten Keilscheibe auffassen kann, treffen. 

Dies soll ausdriicklich hervorgehoben werden, denn es gibt Spannungszustinde, 
welche die geraden Rander spannungslos lassen, aber an einer den Keil begrenzenden 
Kurve ein Gleichgewichtssystem von Spannungen ergeben, die — als Randspannungen 
angesehen — im Keil von Null verschiedene Spannungen hervorrufen. Tdédlke!2 
hat derartige Spannungsfunktionen verwendet. Es handelt sich dabei um Kigen- 
losungen. SchlieBt man die Gruppe mit den negativen Exponenten von 7 wegen 


10 W.M. Shepherd: Proc. Roy. Soc. (London), Ser. A 148, 284 (1935). 

4 Wahrend der Ausarbeitung des Reinschriftmanuskriptes zu dieser Veréffentlichung erhielt 
der Verfasser durch freundliche Vermittlung von Herrn Prof. P. Funk Kenntnis von einer neuen 
englischen Arbeit, wo zur Lésung des vorliegenden Problems ebenfalls von der Mellin-Transfor- 
mation Gebrauch gemacht wird: C. J. Tranter: Mechan. appl. Math. Oxford 1, 125 (1948). Im 
Gegensatz zu vorliegender Arbeit bringt Tranter die biharmonische Differentialgleichung mit 
ae der Mellin-Transformation in den ,,Unterraum‘ und lést dort das zugehérige Randwert- 
problem. 

12 Handbuch der Physik, Bd. VI, S.110, Berlin. 1928. — P. Frank und R. Mises: Die 
Differential- und Integralgleichung der Physik, Bd. I, 8. 636. Braunschweig. 1925. 

8 F. Télke: Talsperren. Handbibliothek fir Bauingenieure, Bd. III/9. Berlin. 1938. 
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der physikalisch unbrauchbaren Singularitat an der Spitze aus, dann erhalt man 
Spannungen, die mit r unbegrenzt wachsen. 

Derartige Spannungszustainde, die man den Lésungen, welche die Bedingungen 
an den geraden Randern erfiillen, beliebig tiberlagern kann, ohne die Bedingungen 
an diesen Randern und die Gleichgewichtsbedingungen zu verletzen, sind es also, 
die das Spannungsproblem des unendlichen Keiles im allgemeinen unendlich viel- 
deutig machen. Sie geben den Einflu8 von Spannungsverteilungen am unendlich 
fernen Rand wieder. — 

Physikalisch gesehen, besitzen Loésungen fiir solche unendlichen Bereiche dann 
eine konkrete selbstandige Bedeutung, wenn dieser Bereich als méglichst zutreffende 
Idealisierung wirklicher Verhaltnisse angesehen werden kann. Von einem ,,sehr 
groBen™ Bereich mit Riicksicht auf den Spannungszustand in einem Gebiet davon 
zu sprechen, hat aber physikalisch nur einen Sinn, wenn die Verhaltnisse (hier die 
Spannungsverhaltnisse) in den ,,weit weg liegenden Gebieten“ auf die Spannungs- 
verhaltnisse des in Betracht gezogenen Gebietes praktisch keinen EinfluB haben. 
Das hier in Betracht gezogene Gebiet ist ein endlicher Bereich an den geraden Randern. 
Es folgt aber in diesem Falle unmittelbar aus der Erweiterung des Reziprozitats- 
prinzips von Maxwell, bzw. der Symmetrie der hier der Greenschen Funktion ent- 
sprechenden Einflu8funktion’*, daB dann die an den geraden Randern gegebenen 
Spannungen auf den ,,unendlich fernen Rand“ keinen Einflu8 haben, das hei8t dort 
nur verschwindende Spannungen und Verzerrungen hervorrufen diirfen. Fiir den 
Fall, daB die Randspannungen in 7 - co endliche Werte besitzen, ist dieses unbe- 
einflu8te Gebiet am fernen Rand sinngema8 durch |8| < |«| einzuschranken. Wollen 
wir, da8 die Spannungen im Keil diesen plausiblen physikalischen Uberlegungen ent- 
sprechen, dann miissen wir von diesen Spannungen aufBer der Erfillung der Be- 
dingungen an den geraden Randern und den Gleichgewichtsbedingungen offenbar 
folgendes fordern: 

1. Es dirfen keine physikalisch ungerechtfertigten Singularitaten auftreten, die 
Spannungen miissen daher mit allfalliger Ausnahme des Randes und der Spitze regulare 
Funktionen sein. ; (3) 

_ 2. Fiir r — co und | < |a|, wenn sich die Belastung auf einen endlichen Bereich 
von der Spitze erstreckt und || < |a|, wenn sie fiir 7 — oo endliche Werte hat, soll 
lim o,, lim os und lim t,; = 0 sein. Wir wollen ferner verlangen, daB sich das Ab- 
klingen der Spannungen durch folgende, fiir alle r giiltige Ungleichung abschatzen laBt: 
0, 
Oo» 
Tr) 


= € ()*r>) 0 > 0, je Sia — ele > 0. (4) 


Durch diese Bedingungen sind natiirlich die in Frage kommenden Randspan- 
nungen — wie man unmittelbar erkennt, schon allein aus Gleichgewichtsgriinden — 
Einschrankungen unterworfen, umfassen jedoch die praktisch interessierenden Fille. 


3. Lésungsmethode und partikulare Integrale. 


Es wird das bekannte Verfahren angewendet, partikulare Integrale anzusetzen, 
welche die homogene Bedingung erfiillen. Die nichtverschwindenden RandgréBen 
werden durch entsprechende Transformation den vorgeschriebenen gleichgemacht. 

Um alle méglichen Falle von Randbelastungen zu erfassen, seien zwei Gruppen 
von Spannungsfunktionen, eine symmetrische I, und F, sowie eine antimetrische F, 
und F, angesetzt. Vom allgemeinen Ansatz F = ©, + 7? ®, ausgehend, der die’ bi- 


14 P. Frank und R.v. Mises: Die Differential- und Integralgleichung, Bd. I, S. 640. Braun- 
schweig. 1925. 


294 J. Majer:. 


harmonische Differentialgleichung erfillt, wenn ®, und ®, harmonische Funktionen 
sind, werden F, und F, so bestimmt, da die Rander schubspannungsfrei, und F, 
und F, so, daB die Rander normalspannungsfrei bleiben. 

Als Potentialfunktionen werden gewahlt: 

r"cosn # und r-* sin n #. 

Entsprechend dieser Festlegung ergeben sich fiir die Spannungsfunktionen und 
die dazugehérigen: Spannungen, wie sich mit Gl. (1) und (2) leicht uberpriifen 1aBt, 
folgende Ausdriicke: 


yoo n 
= Pay ean) [n sin n «+ cos (2 — n) & — (2 — n) sin (2 — n) a cosn B] = 


SSP], (SN, & 


) 
01,0=7-" [nsin n « cos (2 — n) & — (2 —n) sin (2 — n) a cosn 8] = 7 - fy og (8, 0, &) 
) 
) 


O1,= —r-"[nsinn «cos (2 —n) # + (2 +n) sin (2—n) «cosn 0) = 7-": fo, (8, 0, & 


T1,0 =7-™[n sin n « sin (2 — n) 8 — n- sin (2 —n) a-sinn BD] =r": fc, (8, 0, & 
2—n 


Yr 
Tei syessny ih? 


B) 008 (4s 2), Bin My a MOCO Tei SED Sie a 
=aiyte tenia Oran eae 


62,9 = 7" [(2 — n) cos (2 — n) x sin d — ncosn «sin (2 — n) 0] = 1: fog, (8, Nn, & 


) 
) 
) 
) 


O27 = —7r-"[(2 + 2) cos (2 — n) x sinn & — ncos n « sin (2 — n) 8] = 7: foc, (8, n, 
T2,r6 = —1r—"[n- cos (2 — n) acosn & — n cos nN & Cos (2.-— n) Bl = r™> foe, (FN, & 
Fe= a> [cos m « cos (2 — n) # — cos (2 — n) cosn 9] = 1r?-™: f, (8, n, a) 


03,9 = 7” [(2 — n) cos n « cos (2 — n) & — (2 — n) cos (2 — n) x cosn B] = 
= 1r-"- fs gg (8, N, &) 

03,r = —7r-™ [(2 — n) cosn a cos (2 — n) & — (2 + n) cos (2 — n) xa cosn 8] = 
= 7": fy g, (8, 1, x) 
T;,r9 = 7-” [(2 — n) cosn a sin (2 —n) & — ncos (2 —n) asinn 8] = T-™ fs aq (B, 0, c) 


Fy = yay [sin 2 —n) asinn 9 — sinn «sin (2 —n) 8] =P" f, (9,0, 0) 
O46 =7" [(2 —n) sin(2 —n) «sinn & — (2 —n)sin nasin (2 —n) 8) =r™> fy og (8, 0, &) 
Oar = 7” [(2 + n) sin (2 — n) asinn & + (2 — n)sinn « sin (2 — n) 8] = 

=17—"+ fag, (8,0, &) 
Taro = —7™ [nsin (2 — n) acosn & — (2 —n) sinn « cos(2 —n) 8] =r fa. tpo (9; 2, &); 
Fiir die verbleibenden Randspannungen findet ‘man (®= + a): 


ate = tame C hog (3 a, n, ox), Bry = r-n Is rd (+ aX, nN, a) (5a, b) 


4. Die Integraltransformation. 


Ks lage nun nahe, in (5a) und (5b) das Vorzeichen fiir n umzukehren und die Rand- 
lasten durch Summenbildung iiber » von 0 bis co als Potenzreihe darzustellen. Es 


ergeben sich jedoch mit r unbegrenzt wachsende Spannungen im Keil, baw. fiir 
|9] + [o. 
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Zum gewiinschten Ziele fiihrt die komplexe Umkehrformel einer aus der Laplace- 
Transformation durch Substitution hervorgegangenen, der sogenannten_,,Mellin- 
Transformation“. Die folgenden Formeln und Satze sind dem Buch von G. Doetsch: 
,»Lheorie und Anwendung der Laplace-Transformation“‘, Berlin: Springer-Verlag, 1937, 
ab 8. 114 entnommen. Fiir die einzelnen GréBen wurden den hier eingefiihrten Be- 
zeichnungen entsprechend andere Buchstaben gewahlt. 

Unter geeigneten Regularitats- und Konvergenzbedingungen" gilt, daB das Be- 
stehen einer der beiden nachstehenden Formeln 


Z+%00 
® (r) = zat | r+ p(n) dn (6) 
ees ey 
p(n) = \n ® (r) dr (7) 
0 


die Existenz der anderen bedingt. In der folgenden Tabelle 1, die einige fiir Rand- 
spannungsansatze brauchbare Beispiele bringt, sind Gl. (8) bis (10) aus W. Magnus- 
F. Oberhettinger: ,,Formeln und Satze fiir die speziellen Funktionen der Mathe- 
matik und Physik“, Berlin, 1943, und Gl. (11) aus Courant-D. Hilbert: ,,Methoden 
der mathematischen Physik“, Berlin, 1924, entnommen. 


Tabelle 1 
2+12100 co 
> £3 Ln . is) n—1 
om= gti p (n) dn pin =|» ® (r) dr 
Z—t%co 2 
COE SM) T (n) (KR (n) > 0) (8) 
eee ay a” I'(m) cos S 
' (9) 
a reell, pos (0 Le <a 3 (0 < Kt(n) < 3 
sin ar atten) sie 7a 
1 1 (10) 
a reell, pos (-1<2< 4 (—1<9@< 5} 
Ve tur Oar} 
ey 4 
Gs fiir r=1 n (11) 
0. fir (pl 
(0 < @) (RH (n) > 0) 


Gl. (9) sei fiir den Fall erginzt, daf sich eine Belastung p tiber eine Strecke a erstreckt. 
Dann gilt: 
(rsp, ior 0 <7 < o, 


P (r) on £, > fr as a, 
@ (r) = 0, = r >a, 


15 Hierzu Doetsch: 8.115, Satz 2 und 3, sowie S. 318 bis 320. 
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p(n) =|m10 0) =p |\mtdr =p Ei nae tin ado (12) 


5. Lésungsansatz. 


Fiir die gesuchte Spannungsfunktion setzen wir: 
Z+%Co 
EOL) = Sati (9,n, «)-y(n)dn; k=1,2,3 und 4, (13) 


worin y (n) eine willkiirliche Funktion von x ist, die sich aus den Randbedingungen 
ergibt. Die homogenen Bedingungen sind bereits auf Grund der Ansitze 8S. 294 er- 
fillt. Fiir die verbleibenden Randspannungen findet man aus Gl. (13) ®@= + a: 


Z+%00 
tua yar | oee a, 1,0) * p(n) dn; l= ey (14) 
; Z+i00 
Tm errr ei a, 1, x) py (n) dn ; m = 3, 4. (15) 
Durch einfachen Vergleich mit der Transformationsformel (6) ergibt sich fiir yw (n): 
ee p(n) Sear eee 
Ve (tt) Chea) eee 
oa yp (m) 2 
Ym (n) = Tin, typ (SE HM, &) ” segs ee, 
Damit findet man fiir die Spannungen im Keil: 
Z+ico 
one peg \T* fae (O, n, x) * Pe (nm) dn (18a) 
1 Z+%700 
Ox, = eee ek (d, nN, a) * Wy (n) du (18b) 
1 Z+%0o 
Tk, rd = sr|) hes (3, Nn, Oo) * Wx (n) dn, (18c) 
Z—%co 


wobei y, = yp, (16) fir k= 1,2 und y, = y,, (17) fiir k = 3,4. Die Indizes der 
Funktionen werden in Hinkunft nur mehr dort voll angeschrieben, wo es fiir die Ein- 
deutigkeit unbedingt erforderlich ist. Ferner wird in den Ausdriicken fiir die Span- 
nungen (18a, b, c) gesetzt: 


a Sri (Os sO) PA enw ore fe, .. (O, 2, o) ) 
he, eee (3, nN, a) Wr (n) in ey (+ O, n, >) aca A; tr, i (22 a, n, «) z= X> 


daher: A= y-q(n). 


6. Die Spannungswerte im unendlich Fernen. 


Um von vornherein beurteilen zu kénnen, ob und wann die Spannungen der 
Lésung (13) die Bedingungen (3) und (4) erfiillen, benutzen wir die Tatsache, daB 
sich durch die- Transformationen (6) und (7) zwei Klassen von Funktionen liickenlos 
entsprechen. Es wird sich bei dieser Untersuchung auch eine hinreichende Bedingung 
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fir i Randlasten ergeben, damit Losungen der Eigenschaften (3) und (4) méglich 
sind. 

Nach Doetsch (S. 114) sei diejenige Klasse von Funktionen g (n) einer komplexen 
Veranderlichen n = x + iy, die in einem Vertikalstreifen xz, <2 < 2, regular sind 
und dort der Abschatzung 

9 (n)| <C-e-%lul, (0, > 0) (19) 
geniigen, die Klasse m° genannt und die Gesamtheit aller Funktionen G (r), die in 
einem Winkelraum || <|@ — ¢|, e > 0 mit eventuellem AusschluB des Nullpunktes regular 
sind und dort der Abschatzung 

IG) = GC soe. tur os} 

GC pe fir ~p SL 
geniigen, als Klasse M° bezeichnet, wobei r= oe'®. Im vorliegenden Fall ist 
O = 0,r = e reell. Diese beiden Funktionsklassen sind nach Satz 1 und 2 in Doetsch, 
S. 115, durch die Transformationen (6) und (7) miteinander liickenlos verkniipft. 

Damit die Spannungen im Keil das gewiinschte Verhalten (3) und (4) zeigen, 
miissen sie offenbar Funktionen der Klasse M° mit x, > 0 sein, somit A der Klasse m° 
angehoren. 

Beziiglich der Regularitat von / ist dazu notwendig, daB g — die Transformierte 
der Randbelastung — in einem endlich breiten Streifen rechts der imaginaren Achse 
regular ist (dann ist auch x, > 0). Dies folgt unmittelbar daraus, da8 die Singularitaten 
des Faktors y nur Pole an den Nullstellen des Nenners sind, die sich aus den trans- 
zendenten Gleichungen 


(®, < @z) (20) 


frog ( x, n, x) = 0; bat, 2 (21a) 
jc seee. (+ OX, 1; O03 1 td (21b) 


errechnen. Innerhalb der Vertikalstreifen in der komplexen Zahlenebene, die durch 
die vertikalen Geraden durch diese Nullstellen n, = x, + 7 yj, M2 = % +2Y.,...N; = 
= 2, +7Y; %:4, >2,; abgegrenzt werden, ist y regular (die dazu erforderliche 
Beschranktheit wird im folgenden gezeigt). Es wird daher immer ein Streifen bleiben, 
in dem beide Faktoren y und regular sind, daher auch deren Produkt rechts von der 
imaginaren Achse regular ist. 

Zur Beurteilung der erforderlichen Abschatzung wollen wir |y| abschatzen. Es 


gilt bekanntlich: 
hr, a OS nN, o) as fn. (Gs n,; o)| — lx| 
fe, (4 a, N, x) fn, oo (22 a, N, )| ‘ 
Fiir ” sei wieder x + 7 y gesetzt und der Zahler in Real- und Imaginarteil aufgespalten : 
U+2V. Aus den f,,...(8,n, «) folgt, daB U und V Glieder mit den Faktoren y, 
Cof « y, Cof Py, Gin « y, Sin By sowie Funktionen von x und @ haben. Letztere 
sind aber beschrankt, da x durch x, und x, und # durch + « beschrankt sind. Damit 
folgt: 
If (8, m, «)| = VU? + V2 < Cy |y| Gof « yCof By <C,|yl elm*%l4l, C, > Cy 
Fiir den absoluten Betrag des Nenners findet man: 
lf-..(L &, n, «)| = /sin? (a — 1) 2 w Gof? 2 a y + cos* (a — 1) 2 a-Si 2ay + 
+ (a — 1)? sin? 2 « + y’ sin? 2 « + 2 (4 — 1) sin2 asin (x@ —1)2«@oj2ay+ 
+2 ysin 2 «cos (x —1)2«-Gin2«0y=J/g (y) 
g (y) wird fiir groBe y durch C? e**'¥| unterboten, da die beiden ersten quadratischen 
Glieder fiir ein bestimmtes x nicht gleichzeitig verschwinden kénnen. Fiir kleine y 
wird diese Unterschitzung mit, entsprechendem C auch gelingen, da g (y) im Regu- 
laritatsstreifen von y nicht Null werden kann. Damit wird: 
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V9 (y) =< O e\\ ly! 
und 


CG |~ + d| ly| ma 
pf < AAA sig eece 


: 1 ; x yee ee 
Auf Grund der leicht zu priifenden Beziehung |y| S >> & vl fir beliebiges positives 
e’ ergibt sich schlieBlich: 
In| < Cy (e) el#- Pell; O, = 8. | (22) 


éeé 


Da ¢’ beliebig klein gewahlt werden kann, existiert stets im Gebiet |6| <|a| fiir |y| eine Ab- 
schatzung der Form (19). Eine gleichartige besteht somit auch fiir 4 infolge |A| = lo |x| 
und der Tatsache, daB |g| wegen 
seiner in diesem Kapitel fiir einen 
Streifen geforderten Regularitat 
beschrankt ist. A ist daher im Ge- 
biet |9| <|«|eine m°-Funktion und 
die Spannungen Funktionen der 
Klasse M° mit x, > 0. Aus dieser 
Ableitung ist ersichtlich, daB fur 
jede Randlast, deren Mellintrans- 
formierte in einem Streifen rechts 
der imaginaren Achse regular ist 
und die sich durch Gl. 6 mit 
x > 0 darstellen 1aBt, Losungen 
Abb. 2. Halbebene mit Randnormalbelastung. mit den Kigenschaften (3) und (4) 
existieren. 


7. Anwendungsbeispiele. 
a) Sees mit Randnormalbelastung. Als Sonderfall des Keiles erhalt man 
fur x = -| > die Halbebene. Fiir eine Normalbelastung, die dem Kosinusgesetz folgt, 


sei die cea Spannungsfunktion zu ermitteln. 
Wird die Dicke der Scheibe mit h bezeichnet, so lauten die Randbedingungen 


(siehe Abb. 2) fiir ® = + >: 
Te 10n) On ae es — fe cosar; sowie (3) und (4). 

An die Spitze der Rechnung seien zwei Integralformeln gestellt, welche durch 
Substitution aus der bekannten Integraldarstellung der Gammafunktion abgeleitet 
sind: co 
\ m1 CT aes een AY 

0- 
Mit den Abkiirzungen A = a:cos # und B= a:sin @ ist: 
7 CO co 
rat ea eByr dr =e \rn— 6-4 Br idr = 20, "1 (nn) cos @. 
0 0 


Daraus folgt: 


\rn—s. e—4" cos (ar sin 3) dr = a—"+2-I' (n — 2) cos (n — 2) 3 (23) 
0 


\rn—2 -e47 cos (ar sin 8) dr = a—"+1I" (n — 1) cos (n — 1) 8. (24) 
0 


aa et LEE AE AALS 
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Der Ansatz fiir F (r, 8) lautet gemaB (13): 


@+%400 
iL 
F G70) = ae tee (3, n, ~)- p(n) dn 
im vorliegenden Fall ist: ans 
y (n) we Pp (n) Po 


Lives a N, o) h t 


Fir y(n) nehmen wir Formel (9) aus der Tabelle. Damit ergibt sich bei « = —: 


on: 
Z+%00 
FG, oy S he I ae yi 2 | 
5 Rome \ aes 3) GT) (n) [(2 — n) cosn # — ncos (2 — n) #] dn. 


Z—1Co 


Dies 148t sich umformen in: 


Z+%40C0 
7 aaa avec |rvasre—a) [cos (n — 2) & + (n — 2) cos (n — 1) bcos BJ dn. 


L—1CO 


Bezeichnen wir die beiden Teilintegrale mit: 


@+10o0 
1 
ai \ov dn =J;, wo J, =a—*I' (n — 2) cos (n — 2) 0 (25) 


@+%00 
1 
aa |r =J, wo, J,=a—"I'(n —1)cos(n —1)8-cos%, (26) 


so 1a8t sich die Ausfiihrung der komplexen Integrale vermeiden, wenn es gelingt, 
die beiden folgenden Integralgleichungen, welche sich aus der Umkehrung der Inte- 
grale (25) und (26) ergeben, zu lésen: 


\rn—1 7, tims 
0 


\ ret gar == J 5. 


0 
Durch Vergleich mit den Integralformeln (23) und (24) sieht man, daB: 


ple 


a SON Aa Te) 


1 : 
J,=—7e ar cos ® cos (a r sin #) - cos @. 
Tr 


Setzt man r+ cos # = 7 und rsin } = é, dann lautet die Spannungsfunktion: 
Fé, ) = 4 (1 +an)e e—“" cosa é, 


was mit den auf anderem Wege ermittelten Loésungen tibereinstimmt (siehe etwa 
Girkmann, S. 56). 


b) Keil mit Einzellasten. (siehe Abb. 1). Den Ausgangspunkt bildet der Lastfall 
der Abb. 3. Das zugehérige g (n) betragt laut Tabelle baw. Gl. (12): 


bo (my =p (MH _ ©) yp “(1 + 27-1), 


Die Randbelastung der Abb. 3 ist somit durch 
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a2+ico y 
ae p er a | 27 
to = — ee \ to a) ae 


darstellbar (4 > 0: n = x + 1y). 
Mit dem y(n) dieses Lastfalles ist y(n) Gl. (16) und daher die Spannungsfunktion 
und die Spannungen bekannt. G1. (13) und (18). 
Wir vollziehen nun in den Integralaus- 
driicken fiir die Spannungen folgenden Grenz- 
ubergang: 
d—0,d-p-»P daher . pd’, pd’, ... 9 


das erste Glied der Klammer wird nach dem 
binomischen Lehrsatz entwickelt: 


und der Grenziibergang durchgefiihrt; dann 
folgt: 
lim ¢ (7) = a*—*- ae 


Damit findet man fiir die Spannungen: 


a+ico 
7 yaaa ie all 7): (27a) 
09 = h2nxia a hi, og (E % ™, &) 
Z—%CO 
Z+i700 
: Cee d (27b) 
ines h2nia - hh, ag (1 OM &) m 
Z—%Co 
z+%700 
ae F P\ ee Liege (8 Q O45 
t= howe (z) fh, op (+ % ®, &) dn. Ss) 
Z—ico 


Durch diesen Grenziibergang wird eine Randspannungsverteilung erzeugt, die zwei 
Einzellasten in der Entfernung a von der Spitze entspricht (Abb.1). Die Integral- 
darstellung Gl.(27) gibt dann wohl ein nichtkonvergentes reelles Integral, das aber 
nach Abel-Poisson?’? summierbar ist und fiir r + a den Wert Null hat. Fir r =a 
wird sein Wert unbeschrankt. 

T,9 ist am Rande Null, da tie. (Ps n, x) fir ? = + « verschwindet. Zur Bestimmung der 


Randwerte von o, ist es zweckmabig, f,,,_ (9,, x) in folgender Form zu schreiben: 
hi,o,(8, 2, &) = —fi, 0, (9, n, x) — 4sin (2 —n) «-cosnd (28) 
Wird Gl. (28) in Gl. (27b) eingesetzt, dann gibt der erste Teil os und daher fiir 9 = « 


16 Die Reihe konvergiert fiir jedes komplexe n, solange F <1, was hier bei d—>0 der Fall ist. 
Siehe hierzu etwa K. Knopp ,,Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen“, Springer, 
Berlin 1931, S. 438. 

™% G. Doetsch: ,,Theorie und Anwendung der Laplace-Transformation« Springer, Berlin 1937, 
8.47. Man vergleiche hierzu auch E. Koh: Ing. Arch. 1930, 8. 211, wo die Anwendung von nicht- 
konvergenten, aber summierbaren Reihen auf Randwertaufgaben der ebenen Elastizitat gezeigt ist. 
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und 7 + @ Null. Die Randwerte von o, sind somit fiir r + a gegeben durch: 
@+%70o0 
7d (=) sin (2 — ”) «- cos na 
( 


== - 
r hnia nm — 1) sin2« + sin (n —1) 20 


dn. 


a 
&—t%Co 
Dieses Integral konvergiert. 

Fir |8| < |x| und r>0 sind die uneigentlichen Integrale Gl. (27a, b,c) konvergent 
und stellen die Spannungen im Scheibeninnern dar. Thre Umformung in reelle Integrale 
ergibt sich auf Grund der Beziehung: 

Z+t%co + co co 
1 |e Roe y) dy = 2| nowy Das elt yf 
Z—t%co 0 
In den Integralen (27a), (27b), (27c) kann x = 0 gesetzt werden, da auf der imagi- 
naren Achse keine Singularitat der A-Funktion liegt. n ist daher +%y. Vorerst sei 
das Integral (27a) durchgerechnet. Bezeichnen wir den Realteil des Zahlers des 
Integranden mit o 9, und den Imaginarteil mit o5,, folgt: 


f= Moro 


de, = Acosoy — Bsiney, 
oon = Boosoy+Asinoy, 
worin: 9 = In— und 
A=ySinay-cos2a-Coj dy —y: Sinn y-cos29-Coj dy — 2Co} « y- sin 2 « Coj By 
B=ySinay:sin2d-Sin dy — yCoj « y-sin2 «- Co) d y — 2 Sin « y cos 2 a Gof B y. 
Real- und Imaginarteil des Nenners sind: 

Wfros (E a, n, «) = — (1 + Gof 2a y) sin 20 = A, 

Jia, (1 X, 0, 6) = + ysin 2 «-- cos 2.0- Cin 2 « y = By. 

Damit wird der Realteil des Integranden gleich: 


G94’ 4o + Sop’ Bo 


A? + Be 


fiihren wir fiir 
ie ore 
N A? eee 
und fiir 
By ch 
Feu he” 


ein, dann findet man fiir die Spannung og: 


tom — sy [UPA +Q-B) cose y —(P- B—Q- A) sin 0 y]dy 
fiir die beiden Paces folgt ahnlich: 
eae C+Q-D)cosoy —(P:-D—Q-C)sine y] dy 
0 
oe ee |. E+QF)cosey —(P-F —Q: E)sin 9 y] dy 
0 


mit den Abkiirzungen: 
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O=y- Sin x y-Cof Py -cos 28 — y+ Sin « y- cos 2 « + Cof Fy — 2 Cof wy sin 2 « - Gof Hy; 
D=y-Gojay-sin2«-Cojdy —y+Sinay: Sin Py -sin2d —2Sin ay: cos2a -Coj Hy; 
E=y-Gojay:sn2a-Sindy —y- Sina y-Cojf Py: sin 29; 
F=y-Ginay:cos2a: Sindy —y- Sina y- Sin 9 y cos 2 #. 

Fiir a = 1 stimmen diese Lésungen mit denen von Shepherd iiberein. 


Die komplexe Integraldarstellung der Lésung Gl. (27a, b,c) la8t noch einige 
interessante Fragen offen!’. Die im Kapitel2 (Randbedingungen) erwahnte Viel- 
deutigkeit durch Eigenlésung tritt namlich hier ebenfalls auf, wie nachstehend gezeigt 
werden soll. 

Durch die im Kapitel 6 erwahnten Pole der y-Funktion ist eine unendlich abzahl- 
bare Menge von Regularitatsstreifen gegeben (Siehe Télke** 8. 392). Im vorliegenden 
Beispiel erfordert die Randbelastung nach Abb. 3 nur «> 0 und auch diese Angabe 
fallt nach dem Grenziibergang (S. 367) weg, da n = 0 dann keine singulare Stelle mehr 
ist. Man erhalt z. B. fiir den Lastfall Abb: 3 offenbar in jedem beliebigen, rechts der 
imaginaren Achse gelegenen Streifen eine Lésung, welche die nur an den geraden 
Randern vorgegebenen Randbedingungen erfiillt. Zu diesem Ergebnis kommt man 
auch, wenn man bedenkt, da8B sich zwei Lésungen, die sich durch Integration in zwei 
verschiedenen Streifen ergeben, um die Summe der Residuen der Integranden der 
zwischen den beiden Integrationswegen liegenden Pole unterscheiden. Diese Residuen 
erkennt man aber leicht als Eigenlésungen, welche die geraden Rander des Keiles 
spannungsfrei lassen. 

Auf Grund der zusiatzlich gestellten Bedingungen Gl. (3) und (4) der Regularitat 
der Lésungen (die daher mit Ausnahme der Angriffspunkte der Hinzellasten beschrankte 
Spannungen geben sollen) und des Verschwindens der Spannungen fiir roo folgt 
jedoch, da im vorliegenden Beispiel (Abb. 1) nur der die imaginare Achse enthaltende 
Streifen in Frage kommt. Wir finden namlich gemaB8 Gl. (20) im Gebiet || < |a| fiir 
die Spannungen folgende Abschatzungen, die fiir diese Lésungen sogar eine asymptotische 
Darstellung bilden: 


is PN Sh 

Tr9 (29) 
Og oe 

Cae Oe. (=) ” fir r>a 

Trp 


av, ist der Abstand der rechten Grenze des Streifens von der imaginaren Achse, also 
positiv [v, = 1, da x, = 1, y, = 0 eine Nullstelle von f,,.,(-- «, n, x) ist] und a, als Ab- 
stand der linken Grenze ist negativ (x,, + y, sind die ersten Nullstellen von hi, og (om, a) 
links von der imaginaren Achse ; n = x + ty). Nach Gl. (29) verschwinden die Spannungen 
fiir r—> oo und r—0. 

Hatte man einen anderen Streifen gewahlt, so wiirden sich diese anderen Lésungen 
von den vorliegenden um Ausdriicke unterscheiden (den oben erwahnten Residuen), 
die aber alle entweder fiir 70 oder r oo unbeschrankt werden und daher nicht in 
Frage kommen. Somit ist die Lésung durch Gl. (27) eindeutig bestimmt. 

AbschlieBend sei gezeigt, daB man aus den GI. (27) durch den Grenziibergang a—>0 
die bekannte Lésung fiir den Keil mit Hinzellastangriff an der Spitze in Richtung der 
Winkelhalbierenden erhalt. Man geht dabei zweckmaRigerweise auf den Streifen tiber, 
der sich rechts an den oben festgelegten anschlieBt. Damit die Lésung die gleiche bleibt, 


ag Eine ausfiihrlichere Behandlung einiger ohne Beweis nachstehend angefuhrter Feststellungen 
bleibt einer spateren Verdffentlichung vorbehalten. 
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mu man nur das Residuum des Integranden fiir den hierbei ubersprungenen Pol 


(%2=1, y,=0) abziehen. Die Gl. (27a, c) fiir og und t» bleiben formal gleich, nur 
o, lautet nun 


a#+1%00 
<< 4 P sin « cos ® IP 7 \—n fi, o,(9%, ) 
ee hr (sin 2« + 2 «) 2hraia (= Frog % %) ) 
LZ—’t CO 


wobei jetzt allerdings fiir die Integrale 1 < x < ay gilt. (x, ist die Abszisse der rechts 
Von 2, Ys nachstgelegenen Nullstelle von f,, ., (-_ x, n, «).) 


Fibrt man nun den Grenziibergang a—>0 durch, dann verschwinden die durch die 
Integrale dargestellten Funktionen, denn es gelten fiir sie die im Gebiete | < |x| und 


<. > 1 folgende Abschatzungen: 
Z+i00 

eee ON 
Infolge des analytischen Charakters der Funktionen verschwinden sie fiir a —> 0 somit 
tiberhaupt und nicht nur in dem Giiltigkeitsgebiet der Abschatzung. t,, und oy sind 
dann in der ganzen Scheibe Null und von o, bleibt nur der residuale Anteil in Gl. (30), 


was mit der bekannten Lésung iibereinstimmt?. Die GroBe der an der Spitze angreifenden 
Einzellast betragt hier sinngema8 2 P sin x. 


ape O(2) *=0.1-* ate; 
a a 


(Eingegangen am 25. Feber 1949.) 


Energetische Wechselwirkung zwischen dynamischer Elektronen- 
strOmung und dynamischem Feld verschiedener Geschwindigkeit. 
Von R. Wiesner, Wien. 

Mit 9 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Unter Anwendung der Theorie der Elektronenstré6mung im elektrischen 
Langsfeld von H. W. Koénig wird die Feldverteilung und Elektronenbewegung einer Elektronen- 
strémung, welche von einem mit beliebiger Geschwindigkeit in Stromrichtung mitbewegten 
elektrischen Feld moduliert wird, unter voller Beriicksichtigung der Raumladung berechnet. 
Fir einen wichtigen Spezialfall lassen sich in einfacher Weise die Strom- und Geschwindigkeits- 
modulation sowie der Leistungsumsatz lings der Stromung angeben und daraus die Bedingungen 
fiir maximale Modulation bzw. fiir das Eintreten von entdéampfender oder dampfender Wirkung 
der Elektronenstrecke ableiten. Auf die Anwendung dieses Prinzips in der Wanderfeldréhre 
wird verwiesen. 


Summary. Utilizing H. W. Koénig’s theory on electron streams in a longitudinal electrical 
field, the field distribution and electron movement of an electron stream, modulated by an electrical 
field, moving with any given velocity in the direction of the current, is calculated. The space 
charge is given full consideration. For important special cases, the modulation of the current 
and velocity, as well as an expression for the power exchange along the current are easily deter- 
mined. Based on this, the conditions for maximum modulation and for amplifying or damping 
effects of the electron stream can be derived. Reference is made to the application of these principles 
in the Travelling-Wave-Tube. 


Résumé. En utilisant la théorie du courant électronique de H. W. Kénig, on a caleulé la 
distribution du’ champ et le mouvement des électrons d’un courant électronique modulé par un 
champ électrique, se déplagant en direction du courant avec une vitesse arbitraire; cette théorie 
s’appuie surtout sur la notion de charge d’espace. Dans un cas particulier présentant une grande 
importance on peut calculer d’une maniére simple la modulation du courant et de la vitesse; 
de méme on peut indiquer une formule pour exprimer les échanges de puissance le long du courant. 
On en déduit les conditions pour la modulation maxima ou pour Ja naissance d’un effet amplifiant 
ou atténuant de la décharge des électrons. L’emploi de ce principe dans le tube a propagation 
donde fait le sujet de article ci-aprés. 
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I. Problemstellung. 


In einer kiirzlich erschienenen Arbeit! hat H. W. Konig mit Hilfe seiner Theorie 
der Elektronenstromung im elektrischen Langsfeld? das Problem der Elektronen- 
strémung unter dem Einflu8 eines mit den Elektronen im Gleichlauf mitbewegten 
Feldes (in der in Note 1 zitierten Arbeit mit dem Terminus ,dynamisches Feld“ 
bezeichnet) behandelt und die Elektronenstromschwankung und Geschwindigkeits- 
modulation berechnet. Insbesondere konnte der erheblich gréBere Hinflu8 eines 
dynamischen Feldes gegeniiber dem eines quasistationaren Feldes auf die Elektronen- 
stromung aufgezeigt und der Zusammenhang dieses Prinzips mit den physikalischen 
Grundlagen der in England und Amerika entwickelten Wanderwellenréhre (Travel- 
ling-Wave-Tube) dargelegt werden. 

Demgegeniiber wird es Aufgabe der vorliegenden Untersuchung sein, in erster 
Linie den Energieaustausch zwischen der kinetischen Elektronenenergie der Elektronen- 
stromung und der elektrischen Feldenergie 
rechnerisch zu erfassen und hierfiir die giin- 


$ 

SN Sy 
§ R stigsten Bedingungen aufzusuchen. Diese Frage 
1 S|, ye ist eng verkniipft mit dem Verhaltnis der 
| MZ a ese aa! 3 ZY a Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Feldes und 
ar Flieta ta der der Elektronen (in der in Note 1 zitierten 
< S Arbeit sind beide Geschwindigkeiten gleich 
R & eroB angenommen), so dai wir das allge- 
3 meinere Problem einer Elektronenstrémung 


NUR Oey es dem EinfluB eines mit beliebiger Ge-. 
der phasenverschobenen Steuerstromen. SCchwindigkeit laufenden Feldes zu behandeln 
haben. 

Den entscheidenden Einflu8 des Geschwindigkeitsverhaltnisses kann man aus 
einer einfachen modellmaBigen Betrachtung leicht einsehen, von der gegenseitigen 
Beeinflussung der Elektronen sei hierbei abgesehen. Man denke sich mit dem elektrischen 
Feld mitbewegt und betrachte auf diese Weise die Bewegung der Elektronen, die 
in dem vom Beobachter feststehend gesehenen, sinusférmigen Potentialgebirge wahrend 
ihrer fiir alle Elektronen in erster Naberung gleich langen Laufzeit durch die Ent- 
ladungsstrecke wie Kugeln bergauf, bergab rollen. Hierdurch steigt die kinetische 
Energie der Elektronen an oder sinkt ab, je nach der Lage des betrachteten Elektrons 
im Potentialgebirge, hierbei elektrische Feldenergie verbrauchend bzw. sich in Feld- 
energie umsetzend. Und zwar wird die kinetische Elektronenenergie in der in Stromungs- 
richtung absinkenden Gebirgshalfte vermehrt, in der ansteigenden vermindert, also 
nimmt im ersten Fall die Feldenergie ab, im zweiten Fall zu. Bei Gleichlauf von 
Elektronen und Feld, dies bedeutet in unserem Bild, daB die Elektronen ihre Bewegung 
auf dem Potentialgebirge mit der Anfangsgeschwindigkeit Null beginnen, wird aus 
Symmetriegriinden von der einen Halfte der Elektronen ebensoviel Energie ab- 
gegeben, als von der anderen Halfte aufgenommen wird, so daf kein Energieumsatz 
stattfindet. 

Uberwiegt jedoch die Elektronengeschwindigkeit ein wenig die Feldgeschwindig- 
keit, in unserem Modell bedeutet das eine Anfangsgeschwindigkeit der Elektronen 
in Strémungsrichtung, dann wird die Symmetrie gestért, und zwar wird, wie eine 
eingehendere Betrachtung lehrt, die Energieabgabe eines Teiles der Elektronen die 
Energieaufnahme der tibrigen langs ihres Laufweges tiberwiegen, so daB resultierend 
Feldenergie gewonnen wird. Umgekehrt haben bei ein wenig tiberwiegender Feld- 

1 H.W. Konig: Dynamische Elektronenstr6mung unter dem Einflu8 dynamischer Felder. 


> H.W. Konig: Uber das Verhalten von Elektronenstrémen im elektrischen Langsfeld. 
Acta Physika Austriaca II, 1948, Heft 3/4, 312. Hochfrequenztechn. 62/3, Sept. 1943. 
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geschwindigkeit die Elektronen eine der Stromungsrichtung entgegengesetzte Anfangs- 
geschwindigkeit, was im Resultat zu Feldenergieverlust fiihrt. 

Diese groben Uberlegungen werden durch die im folgenden entwickelte Theorie 
genauestens bestatigt werden, wobei der Einflu8 der Raumladung voll beriicksichtigt 
ist, und sie wird uns die giinstigsten und ungunstigsten Bedingungen fiir das Ge- 
schwindigkeitsverhaltnis liefern. 


Il. Steuerstrecke mit n Kreisen (n-Kreissystem). 


Bei der Behandlung unseres allgemeineren Problems wollen wir einen analogen 
Weg nehmen, wie er von Konig! beschritten wurde und die gleichen dimensionslosen 
GréBen z, y, F und wu als Ortskoordinate, Zeit, reduzierte Feldstarke und reduzierte 
Geschwindigkeit einfiihren. Es gilt: 


vy = ot w Frequenz, t Zeit. 


= 


* z virtueller Laufwinkel, x tatsachliche Ortskoordinate, v, Elek- 


tronenanfangsgeschwindigkeit. 
ve ne v Elektronengeschwindigkeit an der Stelle 2. 
K 
F=-—~_E E elektrische Feldstarke, K spezifische Elektronenladung. 


Om) 


He 
p= 7 p Stromsteuerung, J, Elektronengleichstrom, J Wechselstrom- 
amplitude. 


I, (1 + psin y) Gesamtstrom der Elektronenstrecke. 


d 
QD == o| a= w Elektronenlaufwinkel, gezihlt von der Eintrittsstelle in den 


Steuerraum. 


2 
=—y7 Ww, stationarer Elektronenlaufwinkel, ¢, Dielektrizitatskonstante. 


In den Arbeiten von Kénig?:3.4 sind die Lésungen von Ein- und Mehrkreis- 
systemen dargestellt, das hei8t die Stromungsverhaltnisse durch Angabe von F und wu 
als Funktionen der Zeit y und des stationaren Elektronenlaufwinkels w, eindeutig 
bestimmt. Auf den Ergebnissen dieser Arbeiten wird im folgenden aufgebaut, indem 
diese auf ein n-Kreissystem angewendet werden. 

Wir behandeln also das Problem einer Entladungsstrecke, bestehend aus n Steuer- 
kreisen, die voneinander unabhangig gesteuert werden, nehmen jedoch im Gegensatz 
zu der in Note 1 zitierten Arbeit hier beliebige Phasenverschiebungen 6, der Steuer- 
stréme in den einzelnen Kreisen zueinander an. Die Amplituden der einzelnen Steuer- 
strome seien wie bei der in Note 1 zitierten Arbeit gleich groB (Abb. 1). 

Wir kiindigen an, da8 wir hernach die Unterteilung der Steuerstrecke in Teilkreise 
unendlich fein machen werden, wodurch wir je nach der GesetzmaBigkeit, die wir 
den Phasenlagen der einzelnen SteuerstrOme zueinander vorgeschrieben haben, ein 
bestimmtes Bewegungsgesetz fiir das elektrische Feld erhalten. In der in Note 1 
zitierten Arbeit entsprach die Phasenverschiebung von Kreis zu Kreis dem jeweiligen in 
der Teilstrecke durchlaufenen Elektronenlaufwinkel, was bei Grenziibergang zu unend- 
lich feiner Unterteilung der Entladungsstrecke zu einem mit der jeweiligen Elektronen- 


8 H.W. Kénig: Laufzeittheorie der Elektronenréhren. Erster Teil. I. Lineare Laufzeit- 


erscheinungen in Einkreissystemen. Wien: Springer-Verlag. 1948. 
4 H.W. Kénig: Laufzeittheorie der Elektronenréhren. Erster Teil. II. Lineare Lautzeit- 


erscheinungen in Zweikreis-Zweikammersystemen. Wien: Springer-Verlag. 1948. 
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geschwindigkeit bewegten Feld fihrte. Wollen wir dem Feld eine iiber die ganze Strecke 


konstante Geschwindigkeit vp erteilen, so haben wir fiir den Steuerstrom der zweiten 
@ Dy 


Teilstrecke anzusetzen p sin (py — K 2,), wobei z, den virtuellen Laufwinkel z, = : 


der ersten Teilstrecke bedeutet; denn es ist a. die Laufzeit des Feldes durch die 
F 


erste Steuerstrecke und daher der Strom in der zweiten Steuerstrecke 


3 ‘ OB v ; 
psino(1— Ht) =psin (ot es a) =p sin (p — Ka), 
wobei ; 
5 gees ae Elektronenanfangsgeschwindigkeit 
OES Feldgeschwindigkeit 


ist. Die dritte Teilstrecke wird dann mit dem Strom p sin (py — K 2, — K 2) aus- 
gesteuert usw. Wir kénnen aber auch die Laufzeit des Feldes in jeder Teilstrecke 
proportional der dort bestehenden Elektronenlaufzeit t; ansetzen, also den Strom 
in der zweiten Teilstrecke gleich 
p sin w (¢ — kt.) = psin (gv — k w,), 
in der dritten 
psinw (t —kt,—kt,) = psin(y —kw, — kw,), 

usw.; dann erhalten wir bei Grenziibergang eine Feldbewegung, bei der die Feld- 
geschwindigkeit an jeder Stelle proportional der dort herrschenden Elektronen- 
geschwindigkeit ist und 
ee Laufzeit des Feldes bis zur Stelle z 

Laufzeit der Elektronen bis zur Stelle z 


p) 


oder 
eee Elektronengeschwindigkeit — “z 


Feldgeschwindigkeit Up 


Der Fall k = 1 bedeutet Elektronenlaufzeit = Feldlaufzeit, oder Elektronengeschwin- 
digkeit = Feldgeschwindigkeit in jedem Entladungsstreckenelement. Dies ist der 
von Konig bereits behandelte Spezialfall. 

In der nun folgenden Ableitung soll zunachst keine spezielle Annahme iiber die 
Phasenverschiebungen der Teilstrecken zueinander gemacht werden. Sie sei in der 
a-ten Teilstrecke 6;. Entsprechend der Theorie von Kénig haben wir hier als Rand- 
bedingung an der Kathode anzunehmen, da8 dort der Strom ein reiner Verschiebungs- 
strom ist, da bei den vorliegenden hohen Frequenzen, die fiir dieses Problem allein 
in Betracht kommen, die Kathode dem raschen Wechsel der Feldstarke nicht mehr 
folgen kann. Dies wird gemaf der Arbeit® durch das Sattigungsma8 7 = 1 zum 
Ausdruck gebracht. Wir erhalten dann fiir die Feldstarke F und Geschwindigkeit u 
am Ende des ersten Steuerkreises 


Qo f = go Fi — pi cos Y + nee f (wy; ~); (1) 
Jo U = Jy + M1 {9 (Wi; Y) +f (wis @)}, (2) 


: F dinw ‘ 3 f : A 
wobei y, = ae raid: * die logarithmische Beschleunigung, p, die Stromaussteuerung, 


f(x; p) = «sin (% — ¢) + cos (« — ¢) — cos gq, 

g(x; v) = — sin (x — y) — sing 
bedeuten. Die Indizes 1 beziehen sich auf die entsprechenden Werte des Gleichstrom- 
problems. 


> H.W. Konig: Laufzeittheorie der Elektronenréhren. Zweiter Teil. VI. Stationa’re und 
frequenzbedingte Kathodeneigenschaften. Wien: Springer-Verlag. 1948. 
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Fir dieses gelten die Beziehungen: 


Gof, = o% + w%, | (3) 
2 Wy Uy = 2G) + 20,0, + WY, j 
6 do 21 = 6 QW, + 3 a, Ww? + w,3. (4) 


Es bezeichnen F,, u,, z, Feld, Geschwindigkeit und Ort der Elektronen im Gleich- 
stromfall, w, den Elektronenlaufwinkel im Gleichstromfall und ri die Feldstarke 
0 


am Anfang der Steuerstrecke. Das Feld F setzt sich demnach zusammen aus dem 
Gleichfeld F,, dem Steuerfeld — pcos y und dem elektronischen Feldanteil, der 
seinerseits aus zwei mit Elektronengeschwindigkeit laufenden und einer dem Steuerfeld 
gleichphasigen Komponente besteht. Ebensolche Komponenten enthalt der Ausdruck 
fiir die Elektronengeschwindigkeit. 

Fiir die zweite Teilstrecke ergibt die Theorie: 


GF =F. + a {f (v4;  — W,) — Ws Lyre f (or; Pp — Ws) +9 (Wi; p — We)]} + 


ee ae (W23 P + 52) — Py cos (p + 42), es 


Jo U = Yo Uz + Pi Yo {f (Wis PY — We) — We [Yi f (M13 YP — We) +9 (Ww; Y — wW.)]} + 
+ Pi {V2 f (Wis P — We) +g (Wi; Y — Ws)} + 


+ Po{vef (We; Y + 52) +9 (W2s P + O.)}, (6) 
wobei y, = ieee (x, Feldstarke am Anfang der zweiten Teilstrecke), y,, = ba 2 
2 


den Feldstarkesprung an dem gedachten Gitter zwischen Raum 1 und 2 und 6, die 
Phasenverschiebung des Stromes im Raum 2 gegen den im Raum 1 bedeutet. Die 
Indizes 2 beziehen sich wieder auf die stationaren GréBen. Zwischen diesen gilt: 
dof, = % + Wy, 

2 Yo U2 = 2 Go Uy + 2 % Wz + WZ’, 

6 Yo 2 = 6 Yo Uy Wz + 3 a, WP + WF (8) 
(zg vom Anfang des zweiten Teilraumes an gezahlt). 

In unserem Falle ist die Stromaussteuerung in beiden Raumen als gleich grok 

und der Feldstarkeiibergang von dem einen in den anderen Raum als stetig anzu- 
nehmen: 


(7) 


Pi=P2e=P, Vi2= 9. 
Letztere Bedingung ergibt mit (3) 1, = «, + w,, womit sich (7) und (8) verwandeln in 
Gof, = % + (Wy + Wp); (9) 
2 do Ug = 29 + 2 oy (Wy + We) + (Wy + Wp)’, J 
6 do (21 + 2) = 6 Gp (Wy + We) +3 Oy (Wy + We)? + (Wy + W2)?. (10) 
GemaB der Definition von f(x; gy) und g(x; y) gelten die Identitaten: 
f (wy; Y — We) — Weg (Wi; P — We) —=f (Wy + W2; ~) — f (We; 9), | (11) 
g (Wy; P — We) =9 (Wi + Wz; YP) — 9G (We; ¢). j 


Damit lassen sich (5) und (6) umformen: 


Gof = 9 PF, — p cos (yp + 6g) + a {f (Wy + We; @) + f (We; v + dy) — f (We; %)}; 
Jo U = Jo U2 + p {9 (wy + we; v) +9 (Wes P + 0a) 9 (Wes P) + ee 
J 


+ Yo [f (wi + Wes Y) + f (wasp dq) — f (wes ¢)]}- 


20* 
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Wir fiihren nun wie bei der in Note 1 zitierten Arbeit Abkiirzungen ein: 


A, (7) = 7 f(w,; ¢), Ci) =9 (wv; 7), Bi(y)= Cy (Pp) +1 Vo U4 A, (y). (13) 


Dann schreiben sich (1) und (2): 
GF =HF,—peosp+pAi(y), | 
Jo U = J % + p B, (9). 


(14) 
Weiters setzen wir: 

A, (9) = +; ~) +f (wes @ + 52) — Ff (ws ~)} | 

C, (p) =9 (wr + M2; Y) +9 (We; P + 92) — 9 (Ws; &), | aa 


By (vy) = Cz (p) + 2 Yo U2 As (P) 
und erhalten fiir (12): 


doF = q F, — pcos (p + 2) + p As (9); 
do U = J Uz + p B, (7). 
Anderseits finden wir aus (5) mit den Funktionalgleichungen (13): 
A, (9) = qo U u, Ay (p — We) + f (We; Y + 52) — we Cy (Y — Wy)}- (17) 
Aus (6), (13) und (17) sodann: 
Bz (py) = Cy (v — We) +9 (We; Y + 42) + ¥2 Go U2 Ae (¥) 


und mit (15): 


Ce (v) = Cy (vp — We) + 9 (We; P + 82). (18) 
Allgemein as fiir den Teilraum m die Rekursionsformeln: 
Am (~) = a — {90m —14m—1(P — Wm) +i(Wms P+ Om) — Wm m—1(P—Wm)f, (19) 
CF (y) = Cm 1(P aris Wm) =F g \w (w m) Pp Si Cs (20) 
Bm (~) = Om ©) +m do Um Am (¢) (21) 
und 


JoP = qo Fm — pcos (Y + Om) + PAm(~), | 
YoU = Jo Um + P Bn (9), | 
' wobei sich die opened Phasenverschiebungen algebraisch summieren bis zur m-ten 


(22) 


Teilstrecke zu o,, = 2 oe (6-5-0): 


Es ist nun das igetems Bildungsgesetz von A,, und C,, aufzustellen. Dies geschieht 
durch Kombination der Funktionalgleichungen "(15) mit den Rekursionsformeln (19) 
und (20). Fur m = 3 gilt nach (20): 


C3 (vy) = C2 (p — 
und nach (15): 2 (p — Ws) + 9 (W3; p + G5) 


Co (p — Ws) = 9 (Wy + We; P — Ws) +9 (We; Y — Ws + G2) — J (we; Pp — Ws). 
Somit wird: 
C3 (9) = 9 (Wi + 2; P — Ws) + 9 (Wes Y — ws + oy) — g (wy; PY — Ws) +g (Ws; P + Gs). 
Mit Hilfe von (11) formen wir die drei ersten Terme um: 
Erster Term = g (w, + w, + w3; 9) — g (ws; Q); 
Zweiter Term = g (w, + w,; y + 02) —g (ws; » + 05), 
Dritter Term = — g (w, + w3; ») +9 (ws; 7) 
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und erhalten: 
C's (v) = g (As; y) +9 (A, — A; Pp + G2) —g (As — A; vy) + 
oi G. (Ag As; Pp + 93) — 9 (As — Aa; p + 95) 
mit der Abkiirzung: A; = w, + W, +... + w;, oder als Summe geschrieben: 
2 
Cs (P) = 9 (Asi 9) + 2 {9 (As — Aas @ + 6541) —9 (As — Ass @ + ,)}. (23) 
Gleicherweise finden wir aus (15): 
Jo Uz Aa (yp — Ws) = f (w, + wz; P — Ws) + f (Wes p + 0, — Ws) — f (We; Y — Wy). 


Aus (20): 
Berse19): — Ws C2 (p — Ws) = — w3 C3 (~) + 3g (ws; o + 03). 
A; (¢) = as {Yo U2 Az (p — Ws) + f (ws; 9 ++ 03) — Ws Cz (p — Wz)}. 
Mit Hilfe von (11) und (23) formen wir um: 
f (wy + We; P — Ws) = Wy g (W, + Wz + Ws; Y) — Ws g (ws; py) + 
rf Wye Ware 35 P= [-00g; &), 
f (w2; Y + 6, — Ws) = Wy g (Wz + Ws; Y + 02) — Weg (ws; P + 02) + 
+ f (W, + Ws; p + O2) — f (Ws; P + 95), 
—f (We; P— Ws) = — Ws g (W, + Ws; Y) +W3g (Ws; Y) —f (We + we; v) +f (ws; 9). 
— Ws C's (~) = — Wg (Wy + We + Wz; Y) — Weg (We + Wy; YP +) + 
+ WJ (Wz + Ws; @) + Ws g (Ws; Y + 02) — Wz g (Ws; Pp + 9s) 
und erhalten durch Zusammenfassung: 


2 
Jes A; (py) = f (As; @) tea (As — Acs P + O41) —f (Ag — 23 P +.:)}. (24) 
In Verallgemeinerung 1a8t sich als Bildungsgesetz fiir A,, (y) und C,, (y) vermuten: 
m—1 

do Um Am (~) =f (Ams p) + % tf (Am — Ais P+ O41) — F(Am — Aas @ + o4)}, 
nc (25) 

Cm (@) = Gdns @) A {9 (Aim Aes PF F141) — 9.4m — Aes @ + 9,)}. 
Durch Anwendung von (19) bzw. (20) fir m-+ 1 und mit (11) ist die Richtigkeit 


von (25) nach einfacher Rechnung allgemein zu beweisen. 
Die Verallgemeinerung von (9) und (10) liefert: 


Gols = 1 4 A; 
2 Oo Us = 2 Go + 2 a Ae+ A?, j 


gee a ogi =n oly es eae: (27) 
aa 


(26) 


wenn ¢, den virtuellen Laufwinkel vom Anfang der ersten Teilstrecke an gerechnet 
bedeutet. Die Gl. (22) stellen mit (21) und (25) die Lésungen fiir das n-Kreissystem dar. 


III. Steuerstrecke mit dynamischem Feld. 


Ausgehend von den oben abgeleiteten Beziehungen machen wir nun den Grenz- 
iibergang zu unendlich feiner Unterteilung des Entladungsraumes in unendlich kurze 
Teilstrecken, wodurch wir eine kontinuierliche zeitliche Verschiebung der Steuerstréme 
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und damit der Steuerfelder der differentiellen Steuerstrecken langs der gesamten 


Steuerstrecke, das heiBt ein langs der Steuerstrecke bewegtes Feld erhalten. Wir — 


lassen also o;,, — o; gegen Null gehen. Hierbei ist zu bemerken, daf in den Summen 
der Gl. (25) i ebensogut von 1 bis m erstreckt werden kann, anstatt bis m — 1, da 
die Funktionen f und g fiir i = m verschwinden. Dann kénnen wir auf die einzelnen 
Glieder der beiden Summen den ersten Mittelwertsatz der Differentialrechnung an- 
wenden, welcher lautet: 
p (2 + Ax) — 9 (x) = 9! (@ + BAe) Aw . 
mit 0 <8 <1. In unserem Fall (o,;,, — o; entspricht 42): 
bam — Aes Pe Sraa) — f Am = Aas Pe Oe) = Fn Aa eae Oe ot 
tp 6) | = | Am = 445. 9.+ 8s) 
= a5 1 [Am —Ajs Par 0, Ty (Cain 

== 05) (Ose. Os) 
mit 0 <#%; <1. Nun ist gema® der funktionalen Bedeutung von f (x; ¢) 

g a \ as ih, 

“Op (x3) =f (23 p+ a, 

so daB wir fiir die Summe in (25) schreiben kénnen: 


Sy (Am) = a5 ee G;) i 


Der Grenziibergang 


Ain — Aas @ + Gah 4 (4 41 — 


liefert dann das Integral: 


S500) =(1 (te — a e+ $+o}do. (28) 
oe 


Hierbei bedeutet Az den gesamten Laufwinkel der Entladungsstrecke bis zur Stelle 
Zy und og den gesamten Phasenwinkel zwischen Strom am Eingang und Strom an der 
Stelle zz der Entladungsstrecke, also z. B. im Falle konstanter Feldgeschwindig- 


on 
keit og = — “\ dé, im Falle einer zur Elektronengeschwindigkeit proportionalen 
0 


A 
Feldgeschwindigkeit o, = —x\ dw, A und o geben die entsprechenden GréBen an 
0 
einer beliebigen Stelle der Steuerstrecke. Fiir die Integration ist eine Beziehung 
zwischen diesen zwei Grofen von Néten, die durch den speziellen Fall der Feldbewegung 
festgelegt ist: 
Feldgeschwindigkeit = Elektronengeschwindigkeit: « = — 4, 


Feldgeschwindigkeit = proportional Elektronengeschwindigkeit: o = — k A 


> 


Feldgeschwindigkeit konstant: o = —xf= — x (A jo ah. 98 : i), 
2% 6% 
Entsprechend ergibt die Rechnung fiir die zweite Summe in (25): 
°F 


T., (An) =\g (az —Apt+ ot 0) do. (29) 


0 
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Die Gl. (25) lauten dann: 
Go Wp Aa. (2) aos f (Az; P) aly, Sy (Az), | 
Cag (Y) = 9 (Ags y) + To (Az). J 


Nach Berechnung der Integrale fiir den speziellen Fall liefern die Gl. (22) mit (25’) 
die gesuchten Groen F und u an der Stelle z; der Entladungsstrecke. Fiir den Fall 


¢=—x#t mit *= “2 (c = Lichtgeschwindigkeit) wiirde man so die allgemeine 


(25) 


Lésung fiir die Diode erhalten unter Beriicksichtigung der Raumladung, der Elektronen- 
laufzeit und nun noch zusitzlich unter Beriicksichtigung der endlichen Ausbreitungs- 
geschwindigkeit = c des Feldes. 


IV. Dynamisches Steuerfeld mit einer um einen bestimmten Faktor von der Elektronen- 
geschwindigkeit abweichenden Geschwindigkeit. 

Als besonders wichtigen Spezialfall wollen wir nun die Feldgeschwindigkeit an 
jeder Stelle der Entladungsstrecke als proportional zu der dort bestehenden Elektronen- 
geschwindigkeit annehmen. Im Sonderfall nahezu konstanter Elektronengeschwindig- 
keit (Gleichfeldstarke F, ~ 0) wird hierdurch das Problem der Wanderfeldrdéhre 
in idealisierter Form behandelt*, und zwar unter voller Beriicksichtigung der Raum- 
ladung der Elektronen’. Vorerst sei jedoch die allgemeinere Losung nicht konstanter 
Elektronengeschwindigkeit durchgefiihrt. ; 


Wir haben also zu setzen o = — kA und erhalten 
An 
Sp (Az) =\f (an — 45.9 +3 — BA) (— kdA) = 
0 


hig. k(2—k 
= 5— 7 sin (4z -g) 4 EP cos (Ag — ~) — 


1 
[e ale). 


cos (k Az — y) + cos 
oder 
Sp (A) = —f (As g) + ap Asin (A = 9) + qqagpe loos (4 — 9) — 005 (k A— 9) (30) 


(der Index # wurde der Einfachheit halber nunmehr weggelassen). Gleichermafen 
finden wir: 


a Age ele Ses (Ag — y) + i sin (k Az — ¢) + sin 
oder . ' 
Ty (2) = —9 (A; 9) — 77 [sin (A — g) — sin (ba — 9)]. (31) 
Dies eingefiihrt in (25’): 
ae Aao) = qa [A (1 — k) sin (A — @) + cos (A — ¢) — cos (k A — @)], 


6 Praktisch wird das dynamische Feld bei der Wanderfeldréhre durch eine Spirale lings 
der Laufstrecke erzeugt, an der das Feld in Achsenrichtung der Steigung entsprechend verlangsamt 


entlanglauft. ee abe 
7 Diesen Sonderfall erhalt man natiirlich auch im Falle konstanter Feldgeschwindigkeit 
o——xC fir F, ~ 0, da dann nach (27) A w ¢ wird; Fa ~ 0 verlangt namlich, da die Strom- 


dichte klein und die Elektronengeschwindigkeit groB® sind, das heif®t q) wird sehr groB, so daf 
3 


2 
in (27) die Glieder oh und 6q gegen 4 vernachlassigbar werden. 
0 0 
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C, (p) = 4 [sin (k A — ¢) — sin (A — 9)], 
Gl. (21) lautet nach dem Grenziibergang: 
By (p) = Cr (p) + Ya Go Ua Aa (P); 


F, 
aes 


Uy 


wobei 


(F,, uy, sind die stationiren Werte an der Stelle 2) und daher (22): 
Pp at aes 
oF = qo F, — p cos (p — kA) + Fae [00s (py — A) 
—A(1 — k)sin (y — A) — cos (vy — k A)], 


Got =e tae 7y {sin (p — 4) — sin (p — BA) + z [eos (p — a) — 


— 4 (1 — k) sin (p — A) — cos (p — k ay] 


oder, um die iibliche Schreibweise! einzufiihren, 4 = w, und Index 1 fiir alle Werte 
der stationéren Strémung: 


Qo F = % Fi — p cos (vy — kw) + ee pe LOCR Perea) 


Go U1 
— (1 — k) w, sin (p — w,) — cos (vy — k w,)], oy 


Jo U = YW Uy + “Fy {sin (y — w,) — sin (p — kw.) + oa Leos (Oy ae 
— (1 — k) w, sin (yg — w,) — cos Vex kw,)])\. 


Fiihren wir die Abkiirzung & = (1 —k)w, und die oben definierten Funktionen 
f(x; vy) und g(x; ¢) ein, so kénnen wir (32) schreiben: 


2 
Go F = qoF, — poos(p + —w) + A ies o + é — wy), 


Jo U = Jo U1 + plo (6: @ te Ein, fiat Cp Sette : 


Damit ist das allgemeine Problem gelést. Der eingepragten Gleichfeldstarke F, und 
Steuerwechselfeldstarke — pcos (py — kw,) iiberlagert sich der durch den Klammer- 
ausdruck gegebene elektronische Feldstarkeanteil, der sich aus einer mit Feld- 
geschwindigkeit und einer mit Elektronengeschwindigkeit, sowie einer mit ansteigender 


(32°) 


8 Bei den im Gebiet der Zentimeterwellen sonst auftretenden Problemen kann man, wie 
dies auch in der Arbeit in Anm. 1 ausgefiihrt, im allgemeinen die Elektronenstrémung als eine 
dynamische in einem quasistationaren Feld verlaufende betrachten; das heiSt in einem bestimmten 
_ Augenblick ist das Feld an jeder Stelle der Laufstrecke wegen deren kleinen Abmessungen gegen- 
uber der Wellenlange (z. B. Steuerstrecke eines Klystrons) als gleich gro& anzunehmen, mit anderen 
Worten, wir haben dem Feld die Laufzeit Null tiber die betrachtete Strecke zuzuschreiben. Das 
bedeutet in unserer Bezeichnungsweise k = 0. Tatsachlich geht in diesem Falle (32) in (1) und 
(2) aber. Wollte man die endliche Feldausbreitung mit Lichtgeschwindigkeit ¢ in der Diode be- 
ricksichtigen, so ware im Sonderfall konstanter Elektronengeschwindigkeit vg Gl. (32) mit 


v 
— = und F, ~ 0 und uw, ~ 1 die exakte Lésung fir die Diodenstrecke. Konstante Elektronen- 


geschwindigkeit, u, ~ 1, bedeutet namlich nach (26), da®B das Gleichfeld in der Steuerstrecke 
ungefahr Null sein muB, F, » 0, «1, = 0. Dies ist aber nur zu erzielen, wenn die Stromdichto 


klein und die Hektronengesehwindigkert groB, also qo groB wird, so daf® in (26) a sehr klein 


w.2 0 
und a w, und oa vernachlassigbar gegen 1 werden (vgl. auch die Fu8note 7, 8. 311). 
0 0 
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Amplitude und Elektronengeschwindigkeit bewegten Komponente zusammensetzt®. 
Wir wollen nun die Wechselwirkungen zwischen Elektronenstrémung und dynamischem 
Feld naher erdrtern und zu diesem Zwecke die zeitliche Schwankung des Elektronen- 
stromes (Konvektionsstrom) an einer bestimmten Stelle des Raumes, die Geschwindig- 
keitsmodulation und die Wechselstromleistung in der Elektronenstrecke als MaB 
fiir die Verstarkungswirkung betrachten. 


V. Elektronenstromschwankung, Geschwindigkeitsmodulation. 


Die zeitliche Schwankung des Elektronenstromes ist gegeben durch den Wechsel- 
anteil des Konvektionsstromes. Der Gesamtstrom an der Stelle w, der Entladungs- 
strecke J, [1 + psin (p — kw,)] setzt sich zusammen aus dem Verschiebungsstrom 


(proportional der zeitlichen Feldstarkeanderung), Jy = I, q, - und dem Kon- 


vektionsstrom (proportional dem Produkt aus Elektronenladung, = und Elektronen- 


geschwindigkeit uw), Ig = 1) q i an dieser Stelle. 
Aus (32) finden wir: 


| eae . yo P 
PES = psm (p k w,) 4 Yo Uy (1— ky? [ 


+ sin (p — kw,)] 
und daher fiir den Konvektionsstrom: 


r ee l= sin (p — w,) — (1 — k) w, cos (vy — w,) + | (33) 


sin (p — w,) — (1 — k) w, cos (y — w,) + 


+ sin (p — kw,)] 
oder in unserer abgekiirzten Schreibweise: 
Ix p wp @ : D 
I =1 Jo Uy & ag Fale Oe, $i Wy). (33’) 
Die Berechnung des Scheitelwertes ergibt aus (33) nach Aufspaltung in einen zu 
cos gy und einen zu sing proportionalen Teil: 


——— 
Ty }h Jo (1—kp 
-V/[(. — &) w, cos w, + sin kw, — sin w,]? + [(1 — &) w, sin w, — cos k w, + cos w,]? 


= P i 
Jo %y (1—kP 


-V0 — kw? — 2 (1 — &) a, sin (1 — &) w, + 2 [1 — cos (1 — &) wy] (34) 


und 


aS 2_ 9 aan 2(1-— g 
(? LEC AEE yé Seeey er, : (34’) 


2 
fre ore a) 
Wir fragen nun nach den Werten von &, also nach dem Verhaltnis von Elektronen- 


und Feldgeschwindigkeit, fiir die obige Ausdriicke extremale Werte annehmen. Zu 
diesem Zwecke haben wir (34) nach & zu differenzieren und den Differentialquotienten 


Null zu setzen: - 
(ie) mae) = 
ze (#),- aE ae ae 


4tges —4ftgS ao 


Als Lésung finden wir: 
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mit der Doppelwurzel ; 
g = 
tg rae 

Dies ergibt 1. § = 0; 2. die sogenannten charakteristischen Winkel; fiir diese gilt, 


da €/2 etwas kleiner als SS a sein muB (n eine ganze Zahl = 1) und sich um so 


2n 1 e : * 
mehr an ee x annahert, je groBer n genommen wird. 
1. Fiir € = 0, also & = 1, miissen wir die in Note 1 abgeleiteten Ausdriicke erhalten. 
6 Loy Ty 
(Tah 
S00 
/ \ 
/ \ 
/ \ 
/ ; 
/ \ 
/ \ 
/ \ Wy BTC 
| 200 se 
2 W,=6I0 \ 
/ 7\\ \ 
/ / AY \ 
ri : \ 
/ x a 
wt XS \ 
/ \ \ 
/ 700 
mre \ 
ZOINS SR = 
ber S< > SSS 
Wy=2I0 Sto oi -<—> = Ler 
A 0 a 2H 3D 4M SIL 6 7% an € 


Abb. 2. Elektronenstromschwankung : Abhangigkeit der Amplitude des Elektronenstromes von 
& = (1— k) w,. Parameter : Laufwinkel w,. Strichliert ist Gleichung (34 b) eingetragen. 


&— 2 E€sin € + 2 (1 — cos &) 


Nun nimmt in (34’) der Wurzelausdruck 4 - fir € = 0 eine 
,unbestimmte Form“ - an. Durch viermalige Differentiation von Zahler und Nenner 
erhalten wir als Grenzwert fiir € 0 den Wert os Damit wird (34) zu: 


Ix ) p we 
— : 34 
( h 2 Qo Uy ( ») 


Im .Sonderfall nahezu gleichfeldfreier Steuerstrecke Ff, ~ 0, u, ~ 1, der in Note 1 
behandelt wurde, gilt tibereinstimmend 


is a pw 

177 ey Coe 

Es sei an dieser Stelle bemerkt, daB auch alle iibrigen Ausdriicke von (32) und (33) 
fiir k = 1 unbestimmte Formen annehmen und durch Differentiation der Ubergang 


zu den entsprechenden Gleichungen der zitierten Arbeit durchzufiihren ist. 


2. Fihren wir die Beziehung tg - = in (34’) ein, so erhalten wir die Kurve, 
auf welcher alle Extremwerte und Wendepunkte mit horizontaler Tangente liegen 


mussen. Die lautet: 


iS p wy 
Bees) a UE Eee 2h 4 
( I, /h Extr. UU V4+ 2 (3 b) 


Fiir € = 0 erhalten wir natiirlich wieder (34a), welcher ersichtlich der gréBte Extrem- 
wert, also der gréBte Wert von (34) tiberhaupt ist. Da (34b), der Ort aller Extrem- 
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werte und Wendepunkte, selbst nur bei £ = 0 ein Extremum besitzt, miissen alle 


oe s z : 
ubrigen Punkte von aL fiir die (34b) gilt, wie geometrisch leicht einzusehen, 


Wendepunkte sein. Das Verhalten des zweiten Differentialquotienten bestatigt dies. 
‘ efi 
Abb. 2 zeigt den Kurvenverlauf von ea ae in Abhangigkeit von é, Abb. 3 
° - . . . 0 h 
dasselbe in Abhangigkeit von w,. Wir kommen mithin zu dem Resultat, daB die erdBte 
Elektronenstromschwankung bei Gleichlauf von Feld und Elektronen erzielt wird. 


o a 2 Da ia ht bx 70 8 W, 

Abb. 3. Elektronenstromschwankung : Abhangigkeit der Amplitude des Elektronenstromes vom 
Laufwinkel w. 

ly 

Parameter : k = —. 

oF 
Uber die Laufwinkelabhangigkeit ist folgendes zu sagen: Gema8 Gl. (26) ergibt sich 
fiir nahezu gleichfeldfreie Steuerstrecke, fF, ~ 0 und u, ~ 1 (vgl. FuBnote 8), ein 
quadratischer Anstieg. Liegt hingegen ein starkes Gleichfeld vor und ist die Raum- 
ladung nur schwach, so daB die Feldstarke iiber die ganze Steuerstrecke als konstant 

zu betrachten ist [gem&B der ersten Gl. (26) wird «, > w,], so wird 


(| ee p wy Be pw? pe ak 
h 2 4 Uy 29 + 2 ow, + wy? 2 oy 
die Stromschwankung proportional dem Laufwinkel, wobei Elektronen- und Feld- 
geschwindigkeit ebenfalls proportional ansteigen. Liegt am Antang der Steuerstrecke 
direkt die Kathode und sind dort die Feldstarke sowie die Elektronenanfangs- 
geschwindigkeit vernachlassigbar klein (Langmuir-Kathode: «, = 0, v) = 0), dann 
wird die Geschwindigkeit proportional w,? und die Elektronenstromschwankung un- 
abhangig vom Laufwinkel (vgl. hierzu auch FuBnote 3)?. 

Fir den Fall quasistationiren Feldes wird mit k = 0, € = w, und 
ee oe je2— 2ésin € + 2 (1 — cos €). 
h Qo U1 


® Der Fall w, + 1, also veranderliche Elektronen- und Feldgeschwindigkeit langs der Laut- 
strecke, ware im Falle der Wanderfeldréhre durch Veraénderung der Steigung der Feldspirale 
zu realisieren. 
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Diese Kurve ist in Abb. 3 mit eingetragen, woraus der Gewinn durch die Mitbewegung 
des Feldes deutlich hervorgeht. 

Es sei nun der Ausdruck fiir den Scheitelwert der Geschwindigkeitsschwankung 
der Elektronen angegeben und dessen Maximum in Abhangigkeit von k bestimmt: 


po a= |/ {cos w, — coskw, + 4 us ; [sin w, — (1 — k) w, cos w, — sink wy]! + 


ao i sin w, + sin kw, + — [cos w, + (1 — &) w, sin w, — cos kw]. 


Nach entsprechender Ordnung und mit ¢ = (1 — k) w, wird 


Abb. 4. Geschwindigkeitsmodulation : Abhangigkeit der Amplitude der Elektronengeschwindig- 
keitsschwankung von € = (1 — k) w,. Parameter : Laufwinkel w,. Strichliert ist Gleichung 
(35 b) eingetragen. 


SE ryote 
Go § 
oder abgekiirzt: 


Y= as Va — 7; W;) Ge (5; 0) + 9 (é; 5 | a yeah If (¢; 0) +f (é; 3)|- (35) 


Aufsuchung der Extremwerte durch Differentiation ergibt gleichermaBen wie oben 


E g : : 
tg = =z, also die Werte € = 0 und die charakteristischen Winkel fiir die Maxima, 


fiir die Minima hingegen die Gleichung 


j 2 
Uy, 4(1 — y, w,) sin? is + y, 5 [é2 —2&sin& + 4 sin? aS (35) 


= 
= : (35a 
2 tg > 


1— 7%, 
2yP wy 


Durch Hinsetzen in (35) finden wir als Ortskurve, auf welcher die Maxima liegen 
miissen : 


Un Extr. = + 


p Wy = = — 
at Atl ye Dek ee pW, (2—Y, Wj) 
do V4 a8 & / ( V1 1) “fe Wy A Fs do y4t+ 82 4 (35 b) 


Das gréBte Maximum liegt demnach bei = 0 (k = 1). In dem von Kénig behandelten 
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Spezialfall einer nahezu gleichfeldfreien Steuerstrecke, y, ~ 0, ergibt sich wie dort 


w 
iphone = 


%o 
In diesem Fall lautet die allgemeine Beziehung: 


p w,|sin €/2 | 
Y §/2 i 
Die Minima der Gl. (35), deren Lage nach (35a) von y, und w, abhangig ist, gehen 
hier in Nullstellen an den Stellen & = (1 — k)w, =2n2 (n...ganze Zahl) iiber, 
die Maxima werden angehoben [siehe (35b)]. In den Abb. 4 und 5 ist die Funktion 
fiir diesen Spezialfall dargestellt. Es gibt, wie man sieht, Wertepaare von k und w,, 


UU, = 


(35”) 


Io 
so” 


Abb. 5. Geschwindigkeitsmodulation : Abhangigkeit der Amplitude der Elektronengeschwindig- 
keitsschwankung vom Laufwinkel w,. 
v 
Parameter : k = —. 
up 


fiir welche die Geschwindigkeitsschwankung Null ist, die Elektronenstromdichte- 
schwankung jedoch endlich bleibt. Die gréBte Geschwindigkeitsmodulation fallt mit 
der gréBten Schwankung des Elektronenstromes bei Gleichlauf von Feld und Elektronen 
zusammen. Fiir quasistationire Feldverhaltnisse, k = 0, ergibt (35’’): 
| 
t, = =P sing ; 

Diese Funktion ist in Abb. 5 mit eingezeichnet und zeigt deutlich den Gewinn, den 
ein dynamisches Feld bringt. 

Will man schlieBlich die Schwankung der Ladungsdichte der Elektronen, also 


1 “ 
die Dichtemodulation, berechnen, so hat man den Ausdruck 9 = ba, = aU bilden. 


Hierbei ist zunachst — in eine Potenzreihe in p zu entwickeln, wobei nach dem linearen 


Glied, da nur stromlineare Vorgiange interessieren, abzubrechen ist. Desgleichen ist 
in dem Produkt beim linearen Glied abzubrechen. Der aus @ leicht zu berechnende 
Scheitelwert 0,, der eine recht komplizierte Funktion darstellt, hat sein Maximum 
wie die Elektronenstromschwankung und die Geschwindigkeitsmodulation ebenfalls 
bei Gleichlauf von Feld und Elektronen. 
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VI. Leistungsbilanz der Elektronenstrecke (Verstirkungseigenschaften). 


Wir wollen nun die in der gesamten Entladungsstrecke verbrauchte bzw. eventuell 
frei werdende elektrische Wechselstromleistung berechnen, um auf diese Weise ein 
MaB fiir die Dampfungs- bzw. Verstarkungswirkung zu erhalten. Da der Gesamt- 
wechselstrom bei unserem Problem nicht quellenfrei ist, sondern eine Laufwinkel- 
abhangigkeit entsprechend = = psin (p — kw,) aufweist (vgl. S. 306), haben wir 

0 

bei der Leistungsberechnung von einem Steuerstreckenelement auszugehen und dann 
iiber den ganzen Entladungsraum zu integrieren. Das Streckenelement d¢, liege 
zwischen ¢, und ¢, + d¢,, bzw. in Laufwinkeln ausgedriickt, zwischen w, und w, + dw. 
Die Spannung an diesem Streckenelement sei dU; = Hdx,. Unter Eintchrang der 

: 
dimensionslosen GréBen F und 2x wird dU, = se 2 F dé,, wobei a == Uy 2die 
kinetische Elektronenenergie zu Anfang der Steuerstrecke bedeutet. Die Leistung 
in dem Streckenelement wird also: 


dN, =1,dU,=21, Uy F p sin (vy — k w,) de, 
oder unter Einfiihrung der dimensionslosen LeistungsgréRe Jt, = TU, die Gesamt- 


leistung langs der gesamten Entladungsstrecke 0 — ¢, 


1 oy . 
Ko \" a, = 2 | F p sin (y — k w,) dy. 
0 0! 
Unter Verwendung des Wechselfeldanteiles von (32’) finden wir fiir die Wechsel- 
stromleistung: 
ot 
R= - Ee \ sin (y — k w,) cos (p — k w,) dé, + 


oO 


2 p* 


a a 
wa —y,| f[(1—b) wy; g — kw] sin (p — bw) & 


Uy, 


+ 


GemaB den Gl. (26) und (27) gilt dé, = u, dw, und daher 


hs pe (2 XW w, é ad 
= ial (1 ria 4 pi) sin 2 (9 k w,) dw, + 
9 p? Wy J (38) 
68 ari aay | fl —k) wy; ~ — kw,) sin (vy — k w,) du,. 


Durch Ausfiithrung der Integration erhalten wir so den Momentanwert der Wechsel- 
stromleistung, dessen Zeitmittel den Wirkleistungsanteil liefert. Fiir diesen werden 
wir uns im folgenden insbesondere interessieren, da er ein cirektes MaB8 fiir die 
dampfende oder entdampfende Wirkung der Elektronenstrecke darstellt, je nachdem, 
ob der Ausdruck positiv oder negativ ausfallt. In letzterem Falle wiirde man, elektro- 
technisch gesprochen, die Entladungsstrecke als einen Zweipol mit negativem Wirk- 
widerstand bezeichnen. Sie lat sich dann als Verstarker verwenden, und zwar als 
Breitbandverstarker, da keine abgestimmten Kreise nétig sind. Diese Méglichkeit 
besteht und ist in der Wanderfeldréhre verwirklicht worden. 
Wir haben also zu bilden: 


a 20 
iy == 48 XN, dp = Zeitmittel der Leistung = Wirkleistung. (39) 
F . 
Da die Integration tiber dw, und dy wegen Unabhiangigkeit dieser GréBen voneinander 
vertauscht werden kénnen, vereinfacht sich (39) erheblich, wenn man beriicksichtigt, daB 
2a 
sin? y dg = = 


1 sin 2% dp = 0) (“cas Bp uO 
a sin 2 pdy = 2a, cos2gdp=0, =— 
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LG l 
ae A cos? y dg = a 


sind. Das erste Integral in (38) fallt demnach weg und das zweite wird zu: 
1 2x ; 
“fe 

0 


oy Sie [2 (1 — cos (1 — k) w,) — (1 — k) w, sin (1 — k) wy]. 


- [1 — k) w,; p — kw] sin (yp — kw) dw, = 
0 


Somit: 
— 2 
N= wea Ee {2 [1 — cos (1 — k) w,] — (1 — k) w, sin (1— k) wy}. (39) 


Dieser Ausdruck gilt gleicherweise fiir gleichfeldfreien Steuerraum wie fiir endliches 
Gleichfeld. Er entspricht einer Funktion, die bei der Berechnung des Diodenwider- 
standes auftritt und dort mit A, (x) bezeichnet wurde (vgl. FuBnote 3). A, (w,) war 
dort proportional dem Wirkanteil des Diodenwiderstandes. In dieser Schreibweise 
haben wir: 


cae 2 10 
Ros sa cap Ae #) tl 
oder mit der Abkiirzung & = (1 — k) w, 
— 2 3 . 2 3 
as oe Be [2 (1 — cos €) — sin €] = a =a AGA). (39’) 


Es sei an dieser Stelle bemerkt, daB dasselbe Resultat durch eine andere zwar 
etwas kompliziertere, aber anschaulichere Ableitung gewonnen werden kann, die 
wir hier andeuten wollen. Sie geht von dem mechanischen Bild der in dem elektrischen 
Feld bewegten Elektronen aus und betrachtet deren kinetische Energie. 

Durch das entsprechend dem Faktor k mitbewegte Feld werden die Elektronen 
je nach dem Zeitpunkt ihres Eintrittes in den Steuerraum mehr oder weniger be- 
schleunigt oder verzégert, das heiBt sie gewinnen oder verlieren an kinetischer Energie 
auf Kosten oder zugunsten von Feldenergie. Im Zeitmittel gibt so der Zuwachs 
oder der Verlust an kinetischer Elektronenenergie ein Ma fir Abnahme oder Gewinn 
an elektrischer Feldenergie, im letzteren Fall also ein MaB fiir die Verstarkungswirkung 
der Laufstrecke. Die Leistung der kinetischen Energie der durch die Querschnitts- 
einheit hindurchtretenden Elektronen ist gegeben durch das Produkt aus kinetischer 
Energie eines Elektrons und der Zahl der Elektronen, die in der Zeiteinheit den Quer- 
schnitt Eins passieren, das ist die Elektronenstromdichte (Konvektionsstromdichte), 
me oh Der Zuwachs an sekundlich durch den Querschnitt durchtretender 
kinetischer Energie an der Stelle w, gegeniiber der sekundlichen kinetischen Energie 
am Anfang der Laufstrecke ist daher 


also 


oder in der dimensionslosen Schreibweise: 


I 
Ti poxy tie 4 
“ela (J 1, 


wobei tj, wie friiher in (38), den relativen Leistungszuwachs, zur Gleichstromleistung 


10 Fiir k — 0 erhalt man die mittlere relative Wechselstromleistung fiir die Diodenstrecke 
mit quasistationarem Feld; denn es ist nach der Arbeit in Anm. 3 der Realteil des Diodenwider- 
oe 18 LU : ; fake 2 
standes RB (r,) = gg Ao (wz) und Lege? B (ty) = — 4 A, (w,) die Leistung, also 2, = P A,(w,), 
qo Ly ; qo Lo %o 
was auch (39’) fir k = 0 ergibt. 
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am Eingang der Laufstrecke ins Verhaltnis gesetzt, bedeutet. Hiervon haben wir, 
wie oben Gl. (39), das Zeitmittel zu bilden: Positive Werte von N, besagen, dak die 
kinetische Energie der Elektronen langs der Laufstrecke im Mittel zugenommen hat, 
negative hingegen, da8 die kinetische Energie abgesunken ist und diese als Feld- 
energie in Erscheinung tritt. Wir haben also mit Hilfe von (32) wv zu bilden, wobei 
nur die in p linearen Glieder zu beriicksichtigen sind, da uns die Leistung der Grund- 
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Abb. 6. Graphische Lésung von Gleichung (40). 


frequenz allein interessiert, wir von Verzerrungen absehen. Aus dem gleichen Grunde 


Tf : 
sind im Produkt uw? (2) nur die zu p? proportionalen Glieder von Interesse. So ver- 


fahren, erhalt man im Zeitmittel wie oben Gl. (39’). 

Der Verlauf dieser Funktion ist naher zu priifen und auf Extremwerte und Vor- 
zeichen zu untersuchen, da sich hieraus die Bedingungen fiir das Eintreten von Ver- 
starkung und deren Gré8e ableiten lassen. Zunachst erkennt man, da die Funktion 
zentralsymmetrisch in zu € = 0 gebaut ist, das hei®t 2, (&) = — MN, (— ¢). Physika- 
lisch hei8t das: macht man die Elektronengeschwindigkeit einmal kleiner als die 
Feldgeschwindigkeit, das andere Mal um denselben Betrag griéBer, so wird in dem 
einen Fall ebensoviel Feldenergie aufgewandt, als in dem anderen frei wird, oder 
umgekehrt. Daraus geht hervor, daB 9, fiir € = 0 Null werden muB, was sich auch 
bei Bildung des Grenziiberganges lim 9%, (€) durch dreimalige Differentiation von 

—>0 
Zahler und Nenner nach € bestatigen laBt. Fiir & = 0, also k = 1, Gleichlauf von 


Feld und Elektronen, wird im Zeitmittel weder Energie abgegeben, noch aufgenommen, 
und zwar unabhangig von der GréBe des Laufwinkels. Die Verstarkungswirkung 
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wird Null, da die einen Elektronen auf ihrem Wege durch die Steuerstrecke ebenso- 
viel Energie aus dem Feld aufnehmen, als gleich viel andere wieder abgeben. Wahrend 
also bei Gleichlauf die egroBte Dichte- und Geschwindigkeitsmodulation erzielt wird, 
findet hier weder Entdaimpfung noch Dampfung statt. Dasselbe tritt ein fiir é = 2 n 


= 
(n = 1, 2,3,...) und tg > = oe also fiir die charakteristischen Winkel. 


Damptingsgebiet 


les— 


Abb. 7. Verstirkungswirkung : Abhingigkeit der von den Elektronen sekundlich aufgenommenen 
Energie von = (l1— k) w,. Parameter : Laufwinkel w,. 
Strichliert ist fir w, = 82 Gleichung (41) eingetragen. 


Wir wollen nun die Extremwerte untersuchen, insbesondere werden uns die dem 
Gleichlauf am nachsten gelegenen interessieren. Wir finden ihren Ort durch Null- 
setzen des ersten Differentialquotienten. Wir erhalten als Bedingung: 

4&sin € — & cos & = 6(1 — cos 6), 
oder nach Hinfiithrung von Halbwinkeln: 

ee Se 2 : 
Sane | - (&/2% 
24+ V1 + (&2) 
Das ist eine transzendente Gleichung, die nur auf graphischem Wege zu lésen ist. 
Die den beiden Vorzeichen entsprechenden Méglichkeiten sind in Abb. 6 dargestellt. 
Die dem oberen Vorzeichen zugeordnete Gruppe von Extremwerten liegt, wie 


ersichtlich, bei 
Ingenieur-Archiv IV, 3—4. 


(40) 


21 
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dem unteren Vorzeichen gehoren zu 
2 1 4n-+3 
E/2 = 0.415 7 und se ele = Se ti 


Das erste, besonders interessierende Extremum liegt also bei ¢/2 = 0.415 z. 


M800 


Dimprongsgebier 


7000 


Latdimptungsgebser 


Abb. 8. Verstarkungswirkung : Abhangigkeit der von den Elektronen sekundlich aufgenommenen 
v 

Energie von k = — 

UP 

Parameter ; Laufwinkel w,. 


Fiihren wir (40) in (39’) ein, so erhalten wir die Kurve, auf welcher alle Extrem- 
werte liegen miissen. Durch Einfiihrung von Halbwinkeln wird: 
pues ly eee 
WF 54 2244/14 (2p 
Wir sehen hieraus, da fiir positive Werte von &, vg < vy, (41) fiir das obere Vor- 
zeichen negativ wird und die Minima der Funktion 9%, verbindet, wahrend das untere 
Vorzeichen den Ort der Maxima darstellt. Umgekehrt liegen die Verhaltnisse bei 


N WA Se 


(41) 
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negativem §, vy > vy. Entdampfung liegt also vor bei vg > vp, wenn in (40) das 
untere Vorzeichen gilt, und bei vy < vy, wenn das obere Vorzeichen gilt. Das erste, 
dem Gleichlauf von Feld und Elektronen am nachsten gelegene Minimum, welches, 
wie wir sehen werden, mit der gréBten Energieabgabe verbunden ist, finden wir dem- 
nach bei einem den Elektronen gegeniiber etwas verzdgerten Feld, und zwar kommt 


Demptungsgebrer 


7000 


Latdamptungsgebiet 


-1000 


Abb. 9. Verstarkungswirkung : Abhangigkeit der von den Elektronen sekundlich aufgenommenen 
Energie vom Laufwinkel w. 


Parameter: ki >=. 


die Elektronengeschwindigkeit der Feldgeschwindigkeit um so naher, (1 — k) um so 
kleiner, je gro8er der Laufwinkel w, der Elektronenstrecke ist, da die Lage der Extrem- 
werte vom Produkt & = (1 — k) w, abhangig ist. Wir kénnen dies auch aus der 


Neigung von 9, als Funktion von & bei k = 1 ersehen, indem wir den Grenziibergang 


lim (2) am besten durch Reihenentwicklung an der Stelle = 0 vornehmen: 
lim (2) ag IER 


Die Steilheit von Xt, an der Stelle & = 1 ist also proportional der vierten Potenz des 
Laufwinkels, die Einstellung der giinstigsten Verstirkungsbedingungen wird bei 
groBen Laufwinkeln auferordentlich empfindlich. 


21+ 
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Aus (41) lesen wir ferner ab, daf fiir ein bestimmtes Extremum, also fiir einen 
bestimmten Wert von &, die Héhe desselben proportional der dritten Potenz des 
Laufwinkels ist. Mit w, als Parameter finden wir den Wert der Extrema mit zu- 
nehmender Entfernung vom Gleichlauf (ansteigendem &) stark absinkend, vom zweiten 
Extremum ab etwa quadratisch. 

In den Abb. 7 und 8 ist die Funktion Xt, in Abhangigkeit von & und in Abhangig- 
keit von k mit w, als Parameter dargestellt und daraus ihr geschildertes Verhalten 


abzulesen. Fiir wv, = 82 ist Xt, pst, strichliert eingezeichnet. Abb. 9 zeigt die Ab- 
hangigkeit von w, mit k als Parameter. Durchlaufen die Elektronen innerhalb der 
Steuerstrecke ein dem Laufwinkel entsprechendes Wegstiick, so gibt die Ordinate 
dieser Kurve die bis zu dieser Stelle von den Elektronen im Zeitmittel sekundlich 
aufgenommene oder abgegebene Energie. 

Im Falle quasistationirer Feldverhaltnisse, k = 0, erhalten wir: 


Te FE. [2 (1 — cos €) — ésin é] = =, Ay (é). (39a) 


Bekanntlich gibt es auch hier bei der gewdhnlichen Diode Gebiete fiir § = w,, wo 


Leistung von den Elektronen an das Feld abgegeben wird. Die Extrema liegen bei 


—E = tg é, also etwas kleiner als Re . ... Hingefiihrt in (39a) erhalten wir analog 


zu (41): 
a 2 2-4 & 
N pene BENE ae ena 
1 Extr. el = mal 
Das obere Vorzeichen gilt fiir Werte von é im ersten, das untere fiir -Werte im dritten 
Quadranten des Einheitskreises, ersteres gibt den Ort aller Minima, letzteres den 
aller Maxima. Der kleinste Wert des Laufwinkels, bei dem Entdampfung eintritt, 


: 
liegt also knapp unterhalb von =, Je gréBer € gewahlt wird, bei dem eine optimale 


Verstarkungswirkung erzielt werden kann, desto gréBer ist diese. Sie wachst annahernd 
linear mit € = w,; denn es ist ; 


Ti tae ees ole I 
My min © Ge E Pe QE SF ap ae ° 


Durch Vergleich von (39a) und (39’) sieht man, da im Falle dynamischen Feldes 


die Leistung bei gleichem € um den Faktor oF eroBer als im quasistationiren 


Fall ist, also eine um so gréBere Wirkung zu erzielen ist, je niher k bei gewahltem 
ginstigstem g an Kins heranriickt. Oder: wahrend bei quasistationarem Feld bei einem 
bestimmten optimalen = w, die Leistungsabgabe gegeben ist durch 


= 2 
Ny exer. Nes ae (w, — 2), 
% 


finden wir bei dynamischem Feld fiir denselben Laufwinkel (aber verschiedenem £) 
bei giinstigster Wahl von k& [(1 — k) w, = 0.830 2] nach (41) 
r — 2 3 
My exter, & — a a 
Der Effekt, der durch das dynamische Feld erzielt wird, geht anschaulich aus 
Abb. 9 hervor, welche auch die Werte des quasistationaren Falles, k = 0, enthalt. 
Damit sind die grundlegenden physikalischen Eigenschaften einer Elektronen- 
strémung mit dynamischem Feld aufgezeigt, und zwar, wie nochmals hervorgehoben 
werde, unter voller Beriicksichtigung der Raumladung. Damit ist auch das Prinzipielle 
der Wanderfeldrohre, die also nichts anderes als einen in eine Leitung (im allge- 
meinen in einen Hohlleiter) eingeschalteten Zweipol mit negativem Realwiderstand 
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darstellt, erklart. Die tatsichlichen Verhaltnisse liegen bei der Wanderfeldrohre 
erheblich komplizierter, da die Verwirklichung eines bewegten Longitudinalfeldes 
durch eine zur Elektronenstrémung axial gelegene Spirale nur angenahert méglich 
ist und auferdem von den Elektronen aus elektromotorische Krafte in die Spirale 
induziert werden, welche das Steuerfeld zusatzlich verzerren. 

Ks sind uns nach Fertigstellung obiger Theorie einige Arbeiten zuginglich gemacht 
worden" ¥, 15, in denen unter gewissen vereinfachenden Annahmen eine Theorie 
der Wanderfeldréhre entwickelt ist, die die Riickwirkung der Elektronen auf das 
Steuerfeld beriicksichtigt und auch auf endliche Verluste im Wellenleiter des Steuer- 
raumes ausgedehnt ist!*. Sie beschreibt somit die Verhaltnisse in der Wander- 
feldréhre als technisches Problem. Demgegeniiber stellt unsere Theorie das physika- 
lische Prinzip der Elektronenbewegung in einem mitbewegten Steuerfeld dar, welches 
unseres Erachtens nach hier erheblich klarer zu Tage tritt. 

Zum Schlu8 sei Herrn Doz. Dr. H. W. Konig fiir die Anregung zu dieser Arbeit, 
sowie fiir zahlreiche aufschluBreiche Diskussionen aufrichtig gedankt. 


(Hingegangen am 27. Juni 1949.) 


Uber eine Anwendung des Croccoschen Wirbelsatzes. 
Von R. Bruniak, Wien. 


Mit 2 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Die in der Crocco-Formel auftretenden Energie- und Entropiegradienten 
werden aus den Formeln fiir den schiefen VerdichtungsstoB bestimmt und auf eine krummlinige 
StoBlinie angewendet. Die Differentialgleichung der Stromfunktion wird fiir einen bestimmten 
Fall einer umstro6mten Kontur berechnet. 


Summary. The gradients of energy and entropy in the Crocco formula are derived from the 
formulae for the oblique shock and applied to a shock-curve. The differential-equation of the 
stream-function is calculated for a special case of flow around a profile. 


Résumé. Les gradients d’énergie et d’entropie, qui entrent dans la formule de Crocco, sont 
dérivés des formules pour le choc oblique et appliqués 4 une ligne de choc courbe. L’équation 
différentielle de la fonction de courant est calculée pour un cas spécial d’écoulement autour d’un 
profil. 


Der Croccosche Wirbelsatz gibt bekanntlich eine Beziehung zwischen Entropie- 
“und Energiegradienten und Wirbelvektor einer Strémung, fiir die der adiabatische 
Zustand nur fiir bestimmte Linien bzw. Flachen gilt. Eine vorher wirbelfreie Stromung 


11 J, R. Pierce: Theory of the Beam-type Travelling Wave Tube. Proc. Inst. Radio Engrs., 
N. Y. 35/2, 111 (1947). 

12 QO. Doehler und W. Kleen: Théorie cinématique de lechange d’énergie entre un faisceau 
électronique et une onde électromagnétique. Ann. Radioélectr. 2/9, Juli 1947. 

18 QO, Doehler und W. Kleen: Phénoménes non-linéaires dans les tubes & propagation d’onde. 
Ann. Radioélectr. 3/12, April 1948. 

14 Die Vernachlassigungen bestehen darin, dafi die dem Elektronenstrom zugehdrige elektro- 
nische Feldstarke der gesamten Feldstarke, baw. der Konvektionsstrom dem Gesamtstrom gleich- 
gesetzt ist. AuSerdem wird der Einflu{8 der Raumladung erst nachtraglich fir den Spezialfall 
von Gleichlauf zwischen Feld und Elektronen abgeschatzt. Hingegen ist entsprechend der Ab- 
leitung unseres Problems aus einem n-Kreissystem mit phasenverschobenen, amplitudengleichen 
Steuerstromen bei uns die spezielle Annahme gemacht, daf} die Amplitude des Gesamtstromes 
langs der Laufstrecke konstant ist, das heiBt die Amplitude des Steuerfeldes konstant, dieser Fall 
aber ohne Vernachlissigung gerechnet. Der den Konvektionsstrom zum Gesamtstrom ergainzende 
Verschiebungsstrom, sowie die Raumladung sind voll beriicksichtigt. AuBerdem enthalt unsere 
Theorie als Spezialfall exakt das Problem der gewohnlichen Diode. 
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kann so nach einem Vorgang, bei dem sich die Entropie wie auch die Energie nicht 
gleichmaBig andern, in eine nicht mehr wirbelfreie Stromung tibergehen. 

Es war aber aus den verschiedenen Ableitungen des Croccoschen Satzes durchaus 
nicht ersichtlich, welche Voraussetzungen gemacht werden und welche Anwendungen 
sich ergeben. In einer vor kurzem erschienenen Arbeit fiihrt nun Magyar’ diese 
MiBverstandnisse einer Klarung zu, nachdem er in friiheren Arbeiten® auf die Be- 
deutung, die Energiegleichung 


V (> aa I) —~VE=2yxw 


2 
richtig zu integrieren, hingewiesen hat. Dabei bedeuten U das Potential der auBeren 


Kratte,. 7 = Gp 


auf die Flachen, die aus den Strom- und Wirbellinien gebildet werden. Nimmt man 
nun das Wegelement der Integration in dieser Flache, so ist 


di- VE =dr- (20 XK w) = 90 


und: 0 = . VY xv. Der Energiegradient steht also senkrecht 


und somit 
dE =dr-VHE=0, #= konst., 


wobei diese Konstante fiir die bestimmte Energieniveauflaiche gilt. In der Richtung dn 
normal zu der Flache ist die Energieanderung 


dn: V HE = dn: (2 X 1). 


i ; : 4 5 } dp 5 AE as ts 
Fiir cinen adiabatischen Zustand ist di = P und man kann fiir J7 dann i einfiihren. 


Q 
Ks ist aber dann S = konst. Ist dagegen di + d/J, so folgt aus 
TVS =Voere VA, 


dann 

TVS=Vi-|2vxw—V(> +0) 
und weiter 

TVS=—2vxw+V(5+U +35) 
somit 

20x p= VE TVS. 
Soll also S nicht konstant sein, so kommt man auf diese Formel und der Energie- 
gradient V # mu8 aufscheinen. 
Wird in einem bestimmten Raume, z. B. vor dem VerdichtungsstoB (Abb. 1), 


die Energie tiberall konstant angenommen und nach dem VerdichtungsstoB ebenfalls, 
so ware vorher und nachher V H = 0. In Verbindung mit der Bewegungsgleichung 


YE = 2) ep 


ergabe sich V S = 0 oder S = konst. Man kénnte somit in keiner Weise auf einen 
Wirbelvektor schlieBen, was man aber gerade will. Nicht verwechseln darf man dabei 
den Entropiesprung mit dem Entropiegradienten. Diese Uberlegungen stehen im 
Einklang mit den Ausfiihrungen von y. Mises? und Krahnt. 


* F. Magyar: Zur Ableitung des Croccoschen Wirbelsatzes. Osterr. Ingenieur-Arch. 4, H. 2 
(1950). 
2 F,Magyar: Geometrie der Wirbelstr6mung. Anzeiger der Osterr. Akademie der Wissen- 


schaften, Wien, 27. 1. 1949. — F. Magyar: Beitrag zur Feldtheorie der Flissigkeitswirbel. Osterr. 
Ingenieur-Arch. 8, H. 3 (1949). 


3 i Mises: Notes on Math. Theory of Compressible Fluid Plow. Harvard University, Publica- 
ion 2, 1949. 


* Krahn: Vortrage iber Gasdynamik. Gottingen. 1944, 
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Da also im- Croccoschen Wirbelsatz 
20x be VE— TVS 


der Energie- und Entropiegradient nur dann ungleich Null sein konnen, wenn EZ 
und S auf. Linien bzw. Flachen, fiir die dann der adiabatische Zustand gilt, verschiedene 
konstante Werte haben, so entsteht die Aufgabe, H und § als Funktionen zu finden, 
um die Gradienten aufstellen zu konnen. 

Als ein Vorgang, bei dem sich die Entropie andert, ist der VerdichtungsstoB 
bekannt. In seiner allgemeinen Theorie als schiefer Verdicheunsitob ist gezeigt®, 
da der StoBwinkel y als Parameter fiir alle bedeutsamen GréBen an der StoBfront 
eingefiihrt werden kann. Abgesehen von der Machschen Zahl der Anstrémung kénnen 
somit die Anderungen der Dichte, des Druckes, der Temperatur und der Entropie 
als Funktionen des Sto8winkels y geschrieben werden. 

Die Energie kann nun geschrieben werden: 


J LY) Tee 
- #—1 @ Bt, 2 
‘DA Ts ° : . 
und re ist eine Funktion von y, somit 
eS ROE com 
pes 1 0 f (y). 


Auch v* ist eine Funktion von y, aber wir diirfen nicht die obige Gleichung fiir die 
Aufstellung dieser Funktion beniitzen, wenn wir # nicht schon als Funktion von y 
gegeben hatten, denn sonst wiirden wir nach der Erhaltung der Energie, die beim 
VerdichtungsstoB besteht, fiir H einen konstanten Wert, eben den vor dem StoB, 
setzen und damit V H = 0 bekommen. Es soll unten gezeigt werden, daf man v? 
unabhangig von # als eine Funktion von y, allerdings auch von «, dem Ablenkungs- 
winkel, schreiben kann. Es ware somit 

uy 
7S ak g(y, &) 
und wir erhalten: 


Sap yy) = guy tie): 


Die Entropie macht beim none durch die Stoffront einen Sprung und der 
Wert derselben hinter dem StoB ist dann jeweils abhangig vom StoSwinkel y, also 
eine Funktion von y, somit S = h (y). 

Der Wirbeisatz kann nun geschrieben werden: 

20x w=V ify) +9(y, «)]—LPVA (y) 

=Viv) +Vg9ts «y— TV hy): 

Dies ergibt aber: 

20x w= fy (y)Vy +g, (y, o)Vy +ga' (y, o)Va—Th, (y) Vy. (1) 
Aus dieser Gleichung folgt ohne weiteres, daB 2» x tv = 0 ist, wenn y und « konstant 
sind, wie es beim geraden und schiefen Verdichtungssto8 der Fall ist. Es kann somit 
in diesem Fall, wenn nicht schon Wirbel vor dem StoB vorhanden sind, kein Wirbel- 
vektor auftreten. Es bleibt comit nur die gekriimmte StoBlinie, bei der tatsachlich 


das y sich stetig andert. 
Zwischen dem StoSwinkel y und dem Ablenkungswinkel « besteht die Beziehung 


“ad Me 
ae M2 sin —— 1 ‘ 


5 F. Schubert: Zur Theorie des stationaren VerdichtungsstoBes. Z. angew. Math. Mech. 23 
(1943). 
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wenn M, dic Machsche Zahl der Anstromung bedeutet. Durch Differentiation er- 
halt man: 


. #41 yaginty—2t4 yp— 2+ uy 2 sin? y cos? y 
te ae ele ‘ ee ea ie ee RS wil dy 
sinea | [ M,? sin? y — 1]? cos? y cos? y_ 
zi 1 
ae — M,! sin? y (1 — 2 cos? y) — fa M2 i | 
=n 7; a ee | 
zo) [M,? sin? y — 1}? cos? y COS 7 _ v 
Es ergibt sich somit: 
%+ 1 yy 2 (2 sin? y cos2y + 1) 
se CED NaS ae aS NN a De Sees < 1 y 
sink [If sin? y — 1} cos? y ' cos? y 
Driickt man noch den sin « durch den tg « aus, so erhalt man: 
aoe’ M,? (M,? sin? y cos 2y ++ 1) 
oa ay, = eh ae 2 Deak Btn Se: y 
tga tg? a rao [M2 sin? y — 1} cos? y ' cos? y 
x—+l1 4 
a ee M,? (M,? sin? y cos 2 y + 1) 1 
oa eee : : hai 
tg? 1 ee [M2 sin? » — 1} cos? y "cos? y | vay 


Aus dieser pia ist es méglich, in (1) V y durch V « zu ersetzen und es ist: 


eae Fila 1 Vo=F(y)Vy, oh 


wenn der rechte Klammerausdruck mit F (y) bezeichnet wird. 

Es sei nun eine gekriimmte StoBlinie in der Ebene gegeben (Abb. 1). 

Bei A sei «x, der Ablenkungswinkel und y, der StoBwinkel.. Geht von B eine 
Machsche Linie der Ablenkung aus, die die StoBlinie in C trifft, so ist die Ablenkung 
in C dieselbe wie in B. Nun sei in B der Ablenkungswinkel «a, wobei tg a gleich 
der Ableitung von y ist, wenn y die Funktion des Profils des umstrémten Kérpers 
wire. Es ist somit: tg « = y’ und aus (2) wird dann: 

7 
[oe +1] Va =F (yy. (3) 
Ist in B daher y’ gegeben, so hat man « und erhalt aus der Beziehung zwischen « 
und y dann y. Damit ware in C der Wirbelvektor gegeben, wenn die Funktionen 
f(y), 9 (vy, «) und h (y) bekannt sind. 
Fiir den schiefen Verdichtungssto8 gilt ferner: 
| Meenas x— 1 
i. | he ype ease 
wenn p, der Diuck vor dem Sto8 und M, die Machsche Zahl der Anstrémung ist. 
lerner ist: 


M,2sin? 


aad Es M,? sin? y 


01 a ae 


se i sin? y + 1 
Daraus folgt: 
Rmeus ere 
Be oR ees 2% M2 sin? “x—l 2 ae sin? y Zieh 1 
0 Py RR LR ca Se x+1 es 


ee ~ M,* sin® y 


: ) a, s 
Nun ist e = af und somit 
1 
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j “x—1 bape 

yd fe z x“ ? a? ‘ 2x Mu aa Eee T co M,? sin? y 4 Ly 

x— 10 x—1 x |xtl LS oe Al a eo ae ig Pago = f(y). 
esr ae M,? sin? y 


Man erhalt dann: 
) M,sinty + 1 

: Aree ; % My yr 
fy (7) M1 CO8Y Ge it MP sin? i) 


Um die Funktion g (y, «) zu finden, machen wir folgende Uberlegung: 

Bei A (Abb. 2) sei der Ablenkungswinkel « und der Sto8winkel y. In B erfolge 
eine Umlenkung auf den Winkel «’. Die in der Breite f, ankommende Stromung 
wird in der Breite /, weitergehen und es ist: 

7 f, = (a — d) sin 
mit 
B = 180 — (y — @’), 


Ferner ist 
d ¢ sin (a — a’) 
sin B 
und 
fe = asin B — csin (« — «’) 
oder 


> = asin (vy — «’) —csin a — a’). 
Bei C ist dann der Ablenkungswinkel «’ und der StoBwinkel y’. Die Breite f, geht 


in f,; tiber und es ist: 
fy = b sin (y’ — a’) 


und 
asin y 
ate 
somit 
asiny . , D 
j= 7 sin (y_ — 2). 


sin y’ 
Bedeuten v,, v2, V3 die Geschwindigkeiten und @,, @2, @; die Dichten bei /,, f, und fs, 


so ist: 
011 f 1 = 02 V2fe = Os V3 fs 


somit 
Q2 
hot 
areas CB 03 fs — Ozfe : _ Qs : 
> 
Ve Os fs fs 
iS Es Mes sin (y’ — a’) — £2 a sin (y— a’) + 2 6 sin (a — a’) 
Urals aes LN eis ge aoe Cs RUA Mee AEN EL ti 
Sac ay asin y 


aso — a) 
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Geht man mit «’ > «, so geht y’ > y und es wird 0, = 03. Damit ergibt sich aber: 


du eda 
vv asin(y—a)- 


Nimmt man angendhert c = acos (y — a), so folgt weiter: 


a 008 (Yea 


v sin (y — «) 


inv = — Insin (y — «), 
v sin (y — o) = konst. = &,°. 


So erhalt man: 


v2 we = Sens 
Ty = (y, x) aa sin? (y — ): 
Ferner ergibt sich somit: 
, —2R&,¢ = ) 
Ws = (5) 
ge’ (y, 0) = 2a. (6) 


sin? (y — «) 
Aus den Formeln fiir den schiefen VerdichtungsstoB findet man: 
S=S8S,— Rik, 
wo 8, die Entropie vor dem StoB, R die Gaskonstante und K den Drosselfaktor be- 
deutet. Letzterer ist gleich: 
xt 4 1 


M,? sin? y aa Aer tee 4A 
1+ = M,? sin? y x M? re 


2 


Da S =h(y), so bekommt man: 


, 2h x M,? sin y cos y ctg y 
ce LV ai corp i : 2 J aut ; (7) 
% M,? sin? y — — oy 1+ ae a M,? sin? y 
Fiir die Temperatur 7 in Gl. (1) hat man nach Schubert 
(« M,? sin? y “Sr M,* sin? y + 1] 


P=T, 2 
(=) M,? sin? y 


wenn 7’, die Temperatur vor dem Sto bedeutet. 


(8) 


/ ho 
Da tg «= y’, also « = arctg y’ und Va=n a wenn x den Normalenvektor 


: laretg y’ , : : : 
bedeutet, so ist Va = —n- ya Y Da « nicht erdéBer, sondern kleiner wird, ist 
dx = — darctg y’. 

Ferner ist sin « = — a, somit 
daretg yo darctg y’ . 
ae eer sin « 
oder 


ys daretg y’ 


== 
V1 + y” dx 


bo] 


6 Die genaue Formel lautet: v sin (y — «) = OC, e~ 8 fons ci , wo M die Mach-Zahl — bedeutet. 
a 
Solange im betrachteten Stick der Stoflinie die Verhiltnisse nur wenig verschieden sind, kann 


= ote 
man 0, ¢ de ees RK, setzen. 
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i 1k ay’ yl! 
a ee a 9 
yityt tty? (Tate oi) a 


Aus Gl. (3) folgt dann: 


4? 


ener 
y’ (Ll + y’2)!2 vd BA ue) 


Ks sei nun angenommen, der VerdichtungsstoB erfolge an einem Kreisbogen. 
Der Radius des Kreises sei r = 1 und die Sehne betrage 2 2 = 0°509. Dann ist der 
Winkel bei A, der Ablenkungswinkel, « = 14:74°. Die Mach-Zahl sei 2, dann ent- 


spricht « ein StoBwinkel y = 45°. Ferner sei die Ruhetemperatur vor dem StoB 
o = 273°, der Ruhedruck p, = 1 at. 


Die Berechnung von /,’ (vy) nach (4) liefert dann: 
i, (vy = 22914 0, 


Aus der Beziehung v sin (y — x) = &, ergibt sich fiir ®, der Wert &, = 0°5038 v 
und fiir §, in (5) und (6) 


Keg ene 


Ry = 5 = 0°1269 0%, 
Fiir die Ausdriicke (5) und (6) folgt somit: 
aie Tested oles Se BP YAY 


sin? (vy — «) 
Die Berechnung von h,’ (y) nach (7) ergibt: 
hy! (y) = 11°39. 
Nach Formel (8) hat man fiir die Temperatur 7’ nach dem StoB 


| T = 1:2638 T,. 
Fir F (y) in (2) findet man noch: 
TY Y ==. 10-6: 
Da fiir ; 
av yr 
2 Eh eae | = Ser eegy aL le lak SEATS 
) Pace | : y V1— # Y (1 — a)? 
ist, so erhalt man: 
y’ = 02631, 2 = 00693, yy” = — 1'106 
und 
De aA N04: 


y’ (1 + yy? 
Daher nach (10) 
— 4064” = 10°6V y, 


Vy = — 038340 
und nach (9) 
V « = — 0°2632 n. 
Geht man mit den berechneten Werten in (1) ein, so ergibt sich 
2 x ty = — 2°2914 a,?- 0°3834 n + 17148 v?  0°3834 n — 
— 1'7148 v2+ 0°2632 m + 1°2638 7+ 11°39 - 0°3834 n 
oder 
2» <X w = — 0°8783. a,2 n + 0°206 v2 nm + 5°518 Tn. 
Nun ist 
Chm aGomayes 
oy w= 2s, 0 SH 2 Uy ee 2 Og BO, = 
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= 2 w, (¢) Vy — €2 Vx) = 2U, 0’. 
Da vv’ = 0, so steht »’ senkrecht auf » und es ist auBerdem |v’| = |v| = v, somit 
2y xX w= —2w,0Nn 
(n nach auben). 
Mit dieser Beziehung erhalt man: 
— 2w,v = — 0°8783 a,2 + 0°206 v? + 5°518 7. 
Da. ferner a,2 =‘g¢ x R T,, so bleibt: 


— 2w, v0 = (— 08783 g x R + 5°518) T, + 0°206 v®. 
Nun ist 


x—l 
Bae ee 2 
a= Ay ete 


(ay Ruheschallgeschwindigkeit), 


und 
Be (2}' = 1:8, . Dy== 161°7°. 
Ty 
So ergibt sich: 
we se — 0'103 v. 
Fir die Anstrémgeschwindigkeit w, erhalt man: 
% = M, ap 2V ge RT = 2982: 


Bezeichnen v,,, v, und a* die Normal- und die Tangentialkomponente der Anstrém- 
geschwindigkeit und die kritische Schallgeschwindigkeit, so ist 


Vin = 0,50 y, 
U, = VU, 608 7, 
a” = 094,: 
Nach der Beziehung fiir den schiefen Verdichtungssto} 


gel 
weeale 
erhalt man dann fiir v,, = 198°3 und fiir v,; v, = 393°7. Setzt man diesen Wert in 
die Formel fiir w, ein, so ergibt sich w, = 27°8. Man hat so die Wirbelstarke im 
Punkt A des umstrémten Korpers gefunden und diese bleibt auf der Kérperoberflache 
als Energieflache erhalten, solange nicht ein neuer Verdichtungssto8 auftritt. 

Geht eine zunachst wirbelfreie Strémung in eine nicht mehr wirbelfreie iiber, 
so ist also V H und V S + 0 und die Differentialgleichung fiir die Stromfunktion erhalt 
eine neue Gestalt. 

Da E und S bei einer ebenen Strémung hinter der StoBlinie auf verschiedenen 
Stromlinien verschiedene Werte haben, so kann man sie als Funktionen von y schreiben 
und erhalt dann fiir die Differentialgleichung der Stromfunktion nach v. Mises: 


eae 
V1 Ven SOS 


Vg2 Oy Vay ee Oh Oy oH a* + (4 — 1) a8 
aoe ee ||) Z | ~ ee OF fie ee Na 
a Ox? ae =x Oy a } dy? oy xg kh oy 
(a) eG) _ ‘ F ‘ 
Da nun ty ge on kann man fir die rechte Seite schreiben: 


4 A eh Cath | ai i da lees 
e ev n ' xgR ov On xgR ov on 
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oder 
‘of “ek o& (x — 1) a9 
v on pak on . “gk Fa: 
Da ferner 
oH os 
er: i 
w,vUN | ae nT oe 


so ergibt sich 


Lowe , (%— 1) w? aS 


v ; xgR On|" a) 
Ks ist aber S = h (y) und somit 
os re tee oy 
a ee: 
Nun hatten wir fiir h,’ (y) = 11°39 und fir ov = — 0°3834 gefunden. 
Da nach den Formeln fiir den schiefen VerdichtungsstoB gilt: 
apa art M;? sin? y 
0, x—1 


a ae M? sin? y + 1 


so ergibt sich in unserem Fall fiir 0, = @; @ = 1°7143 @,. Mit der Beziehung og = y 
und y = 1:29 fiir normale Verhaltnisse ist o = 0°129. Nun ist a ae =e rt somit 
1 1 


0129 = 273 


e 
= Gry) , 0, = 0°0297. 


Fiir (11) erhalt man so: 
0°0297 - 1°7143 [2+ 27°8 — 0°000975 v- 11°39 - 0°3834]. 
Als Differentialgleichung der Stromfunktion bleibt somit: 


Vg $i oy | 9 Va Vy ey vy rt et PY own. 
( 1) da® | ~ gt Ox dy a ; oy? pe tao 


wo k, = 2°83 und k, = — 0°00022 ist. (Eingegangen am 4. April 1950.) 


Dokumentationszentrum der Technik. 


Die Zahl der fachtechnischen Veréffentlichungen auf dem Gebiete der angewandten Natur- 
wissenschaften und der Technik ist in den letzten Jahrzehnten so ungeheuer angewachsen, da’ 
es dem einzelnen — Forscher, Gelehrten oder Techniker — schon laingst nicht mehr médglich 
ist, alle Neuerscheinungen, selbst auf einem eng begrenzten Gebiet, restlos zu erfassen. 

Diese Schwierigkeiten zu beheben, die sich zwischen die wissenschaftlichen und technischen 
Informationen und Jene stellen, die sie fiir ihre Arbeit bendtigen, ist nun Aufgabe der Dokumen- 
tation. 

Dem Beispiel der anderen Nationen folgend, ist jetzt auch fiir Osterreich ein Dokumentations- 
zentrum der Technik geschaffen worden, das in administrativer Hinsicht der Bibliothek der 
Technischen Hochschule in Wien angegliedert ist. AnlaBlich der feierlichen Eréffnung am 
21. Janner 1950 haben die Herren Bundesminister fiir Unterricht und fir Handel und Wieder- 
aufbau auf die groBe Wichtigkeit dieses Dokumentationszentrums fir die Wissenschaft sowohl 
als auch fiir die Wirtschaft hingewiesen. Zu seinem Aufgabenkreis gehéren: 

1. Der Betrieb eines Lesesaals, in dem jetzt bereits etwa 350 in- und auslandische Zeitschriften 
aus dem Gebiet der Technik, der Industrie und der Naturwissenschaften aufliegen. 

2. Die Fihrung einer doppelten, nach Schlagworten und Autoren geordneten Kartei. 

3. Die Anfertigung von Photokopien einzelner Abhandlungen, Figuren oder Tabellen. 

4, Die Anfertigung von Mikrofilmen oder ihre Beschaffung aus dem Ausland. 

5, Die Erteilung von Auskiinften sowie die Anfertigung von Auszigen, Literaturzusammen- 
stellungen und technischen Ubersetzungen aus oder in andere Sprachen. 

6. Dariiber hinaus stehen den Besuchern des Dokumentationszentrums die zahlreichen, fall- 
weise erscheinenden Ver6ffentlichungen des In- und Auslandes zur Verfiigung, die von wissen- 
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schaftlichen Gesellschaften, Versuchsanstalten, industriellen Unternehmungen usw. heraus- 
gegeben werden, sowie auch die Bibliothek der Technischen Hochschule, die mit ihren fast 
250000 Banden derzeit die grote technische Bibliothek in deutscher Sprache ist. 

7. Die Besuchszeiten sind vorliufig wie folgt festgelegt: Montag, Mittwoch, Donnerstag, 
Samstag 9 bis 12 Uhr; Dienstag, Freitag 16 bis 19 Uhr. 

Zur Regelung des Besuches werden Tageskarten zum Preis von § 2.— und Dauerkarten 
ausgegeben. 


Buchbesprechungen. 


Grundziige der Tensorrechnung in analytischer Darstellung. Von A. Duschek und A, Hochrainer. 
In drei Teilen. II. Teil: Tensoranalysis. Mit 64 Textabb., VII, 338 8S. Wien: Springer- 
Verlag. 1950. S 78.—, sfr. 26—, $ 6—, DM 24.80. 

Liingst erwartet, erschien vor kurzem der zweite Teil dieses Werkes. Im ersten Teil zeigten 
uns die Verfasser eine analytische Darstellung der Tensoralgebra und man lernte so z. B. das 
innere und iiuBere Produkt in dieser neuartigen Schreibweise kennen. Die dabei auftretende Not- 
wendigkeit, Indizes zu gebrauchen, schien fiirs erste eine Komplizierung zu sein und man konnte 
nicht sagen, ob es, wenn auch an sich sehr interessant, vorteilhafter sein konnte, fiir das duBere 
Produkt der Vektorrechnung die symbolische Schreibweise gegen die analytische mit einem 
Tensor dritter Stufe einzutauschen. Anderseits ist die Bestimmung der Tensorgré8en verschiedener 
Stufe (Skalare, Vektoren usw.) durch die einzelnen Transformationsgesetze sehr schon und tber- 
sichtlich durchgefihrt. 

Jedenfalls hat man schon den zweiten Teil erwartet, um die Brauchbarkeit der analytischen 
Schreibweise in der Tensoranalysis kennenzulernen. Die zuerst behandelte Kurven- und Flachen- 
theorie bringt die bekannten Formeln und ihre Herleitung, wie z. B. der Frenetschen, geschieht 
so einfach, da® man fiir diese Schreibweise eingenommen wird. Den Physiker und Techniker 
aber vor allen, denn diesen soll ja dieses Werk einen Weg zur Tensorrechnung zeigen, interessieren 
die Theorie der Tensorfelder und die Feldableitungen. Gradient, Divergenz und Rotor werden 
aus dem Gradiententensor, der durch Differentiation der die Feldgré8e beschreibenden Ortsfunktion 
entsteht, hergeleitet. Die Schwierigkeit, die manche in der Verwendung des symbolischen 
Nablavektors sehen, fallt so weg. Die Sitze von Stokes, GauB und Green werden in der 
neuen Schreibweise abgeleitet und es folgt eine sehr ausfihrliche Beschreibung gewisser Feld- 
typen des Laplace-Feldes. Die Bedeutung der Greenschen Funktion wird sehr klar und ausfiihrlich 
gezeigt. Uber einige Paragraphen erstreckt sich eine so eingehende Entwicklung der Potential- 
theorie, daf damit auch die Schénheit und Brauchbarkeit der neuen Schreibweise dargetan wird. 
Gelten diese Entwicklungen der raéumlichen Potentialtheorie, so wird in den folgenden Paragraphen 
das ebene Feld eingehend behandelt. Im dritten Abschnitt wendet sich das ausgezeichnete 
Buch wieder der Geometrie zu und es werden Vektoren und Tensoren in allgemeinen R&éumen 
bestimmt. Die weitere Entwicklung handelt vom Riemannschen Raum mit Anwendungen auf 
die Flaichentheorie. In einem Anhang findet man die Lésungen der Aufgaben des ersten und 
zweiten Teiles. 

AbschlieBend kann man sagen, dafs der zweite Teil dieses Werkes die Erwartungen nicht 
nur erfillt, sondern weit tibertroffen hat. Man freut sich tiber die analytische Schreibweise und 
kann das Studium derselben allen an der Tensorrechnung Interessierten wirmstens empfehlen. 

Der versprochene dritte Teil ttber Anwendungen wird dieses schéne Werk zu einem dauernden 
grundlegenden Werk itiber die Tensorrechnung machen. 

Druck und Ausstattung des Buches sind sehr schon. R. Bruniak, Wien. 


Einstein und das Universum. Von ZL. Barnett. Mit Textabb. und Bildtafeln, 147 S. Wien: 
Bermann-Fischer Verlag. 1950. 


Die amerikanische Originalausgabe ,,The Universe and Dr. Einstein“ ist mit einem Vorwort 
von A. Einstein versehen (1948), worin das Buch als wertvoller Beitrag zur populirwissenschaft- 
lichen Literatur hervorgehoben wird, der es einer breiteren Offentlichkeit erméglicht, sich tiber 
den gegenwartigen Stand der physikalischen Wissenschaft zu informieren. Diesem berufensten 
Urteil ware eigentlich nichts mehr hinzuzufiigen. Vielleicht darf aber der Referent einige per- 
sénliche Eindriicke anfithren, die er beim Lesen gewonnen hat. Das Buch ist durchdrungen von 
dem tiefen Glauben Einsteins an eine géttliche Harmonie der Welt, aber auch von der echten 
Bescheidenheit, die dem forschenden Intellekt erst dann eigen ist, wenn er die einzigartige Stellung 
des Menschen zwischen Makro- und Mikrokosmos erkannt hat. So war es vielleicht nicht zuletzt 
die Leibnizsche Uberzeugtheit von der prastabilisierten Harmonie, die Einstein schlieSlich nach 
jahrelanger Arbeit zur Aufstellung einer einheitlichen Feldtheorie geftthrt hat. Leider kann der 
Verfasser nur einen Ausblick auf die inzwischen gefundene Lésung bringen. 
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Das Buch enthalt drei Kunstdrucktafeln, darunter ein neueres Bild Einsteins. In einer Biicher- 
liste werden die Hauptquellen angegeben, von welchen uns aber nicht alle zuganglich sind. Hervor- 
gehoben sei ,,Mind and Nature‘ von H. Wey! fiir den philosophisehen Gedankengang des Ver- 
fassers und die Biographie ,,Einstein, His Life and Times‘ von Ph. Frank. 

In einem Anhang macht der Verfasser den Leser noch anhand der aus » Relativity, the Special 
and General Theory‘ von A. Einstein entnommenen Ableitung des Prinzipes von der Relativi- 


tat der Masse mit der Einsteinschen Darstellungsweise bekannt. BP. Magyar: Wien. 


Theorie und Liésungsmethoden des Mehrteilchenproblems der Wellenmechanik. Von P.Gombds. 
(Lehrbiicher und Monographien aus dem Gebiete der exakten Wissenschaften: Physikalische 
Reihe: Band UW.) Mit 20 Textabb., 268 S. Basel: E. Birkhauser. 1950. sfr. 24.50, geb. sfr. 29.50. 


Das Buch setzt sich zum Ziel, in méglichst einfacher Weise in die moderne quantenmechanische 
Theorie des Mehrteilchenproblems und der zu ihrer Lésung dienenden Methoden einzufiihren. 
Die lehrbuchmafige Darstellung, welche sich auf die nicht-relativistische Theorie beschrinkt, 
ist so gehalten, da{ sie nicht allein den Studierenden der theoretischen Physik, sondern auch 
dem Experimental-Physiker sowie dem Chemiker den Zugang in dieses wichtige Gebiet eréffnet. 
Gombas, der selbst bedeutsame Beitrage zur Theorie der Mehrteilchenprobleme beigesteuert 
hat, ist wie wenige berufen die richtige Auswahl aus der ungeheuren Fiille des Stoffes zu treffen 
und die typischen Falle in klarer Weise darzustellen. Das Hauptgewicht ist auf die Bestimmung 
der Eigenwerte und Eigenfunktionen gelegt. Die gesamte Darstellung gliedert sich in zwei Teile. 
Der erste bringt die allgemeine Theorie, der zweite Teil gibt eine zusammenfassende Darstellung 
der zur Lésung des Mehrteilchenproblems entwickelten Methoden und deren Anwendungen. 
Gerade diese Zusammenfassung, die in anderen modernen Lehrbiichern noch nicht in dieser Voll- 
stindigkeit vertreten ist, wird von vielen begriBt werden. Sie bringt das Variationsverfahren 
mit Anwendungen auf Atom- und Molekilprobleme und auf die Stérungsrechnung, die in dieser 
Form zur Berechnung der Polarisierbarkeit der Atome verwendet wird. Ferner die Methode 
des ,,self consistent field‘‘ nach Hartree und Fock und schlieBlich die statistische Methode. 
Das inhaltsreiche, handliche und klar geschriebene Buch braucht nicht besonders empfohlen werden, 
es empfiehlt sich selbst. Walser Wien. 


Elektrische Maschinen der Kraftbetriebe. Wirkungsweise und Verhalten beim Anlassen, Regeln und 
Bremsen. Mit Anwendungsbeispielen. Von H. Wist. Mit 189 Textabb., VII, 184 S. Wien: 
Springer-Verlag. 1950. 

S 66.—, geb. S 75.—; sfr. 20.—, geb. sfr. 22.50; § 4.50, geb. $ 5—; DM 19.—, geb. DM 21.50. 


Wie der Verfasser im Vorwort angibt, ist das vorliegende Buch in erster Linie als Lehrbehelf 
fiir Studierende der Elektrotechnik gedacht; es bringt dementsprechend eine méglichst iiber- 
sichtliche Zusammenstellung der wichtigsten Eigenschaften der einzelnen Maschinengattungen 
unter besonderer Beriicksichtigung des Anlafb-, Regel- und Bremsvorganges. Der Buchinhalt 
ist in zwei Hauptabschnitte geteilt, die einerseits die Gleichstrommaschinen und anderseits die 
Wechselstrommaschinen behandeln. Ein drittes Kapitel befaBt sich kurz mit dem Erwarmungs- 
problem, wahrend drei Anwendungsbeispiele den Abschluf bilden. 

Bringt auch das Buch stofflich nichts grundsatzlich Neues, so vermittelt es doch eine aus- 
gezeichnete Zusammenstellung der Aufgaben, die bei der Auswahl der Maschinen fiir einen be- 
stimmten Antrieb aufscheinen. Die Loslésung dieser Probleme von der Berechnung der Maschinen 
und der Beschreibung ihrer sonstigen Eigenschaften wird gerade der Studierende elektrischer 
Antriebe begriiBen. 

Ohne den Wert des Buches schmilern zu wollen, méchte der Verfasser fiir eine zweite Auflage 
folgende Wimnsche vorbringen: 

1. Verwendung von Gréfengleichungen an Stelle der leicht zu Irrtiimern Veranlassung gebenden 
Ma8zahl- und Mischgleichungen, oder zumindest Angabe der Finheiten bei den MaSzahlgleichungen. 

2. Stirkere Anwendung neuzeitlicher Ortskurvenverfahren, die nach Ansicht des Besprechers 
die alten analytischen Verfahren weitgehendst ersetzen koénnten und tiberdies tibersichtlicher und 
einfacher sind. 

3. Anordnung eines Sachverzeichnisses. 

Das in seiner Zielsetzung durchaus gelungene Buch kann bestens empfohlen werden. 


G. Oberdorfer, Graz. 


Lehrbuch der Funktionentheorie. Von H. Hornich. Mit 34 Textabb., VII, 216 8. Wien: Springer- 
Verlag. 1950. S 60.—, geb. S 69.—; sfr. 19.80, geb. sfr, 22.—; $ 4.70, geb. $ 5.20; DM 19.50, 
geb. DM 21.60. 
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Es kann wohl keinem Zweifel unterliegen, daB sowohl bei Riemann als auch bei Weier- 
straB die michtigste Anregung zur Ausbildung der Funktionentheorie von der Untersuchung 
der Integrale algebraischer Funktionen und vom Studium der dazugehorigen Umkehrfunktionen 
ausging. Diesen Fragenkomplex hat auch Wirtinger in sehr bedeutenden und tiefgehenden 
Arbeiten behandelt und dem Andenken an Wirtinger ist dieses Buch gewidmet. Dementsprechend 
ist auch die Zielsetzung, den Leser hauptsichlich in dieses Gebiet der Funktionentheorie einzu- 
fiihren. Daneben werden aber auch die wichtigsten Sitze tiber die ganzen transzendenten 
Funktionen abgeleitet. Obwohl es sich um ein kurzgefaftes Lehrbuch handelt, bleibt die Dar- 
stellung keineswegs in den Elementen stecken. Dies wird dadurch erméglicht, daB der Verfasser 
alles individuell durchdacht hat, zum Teil eigene Wege geht, tiber eine klare und pragnante 
Ausdrucksweise verfiigt und gut zu disponieren versteht. Insbesondere sei tiber den Inhalt 
erwahnt: 

Im Anschlu8 an Landau wird in kurzer und tbersichtlicher Form ein Beweis der Satze von 
Bloch und Picard iiber ganze transzendente Funktionen gebracht. Auch der Fundamental- 
satz der konformen Abbildung wird bewiesen (allerdings nur unter Berufung auf den Satz von 
Vitali ohne Angabe eines konstruktiven Verfahrens). Auch der Schwarzsche Abbildungssatz 
wird besprochen. Ein kurzes Kapitel tiber Eulersche Integrale gibt dem Verfasser auch Gelegenheit, 
das Doppelschleifenintegral zu erliutern. Um den Anschlu8 an die Theorie des logarithmischen 
Potentials zu gewinnen, wird das Poissonsche Integral und die analoge Formel fir die Halbebene 
elegant bewiesen, wobei freilich nicht jener Grad von Allgemeinheit erreicht wird, der gerade 
fir die einfachsten Anwendungen (unstetige Randbelegungen) ben6dtigt wird. Hier wire wohl 
eine zusdtzliche Bemerkung recht wiinschenswert. Das SchluBkapitel bringt eine schéne Ein- 
leitung in die Theorie der algebraischen Funktionen und ihrer Integrale (Riemannsche Flachen, 
Begriff des Geschlechts), ferner eine Einfithrung in die Theorie der elliptischen Funktionen. Bei 
jedem Abschnitt finden sich einige Ubungsaufgaben. Meistens handelt es sich um rein illustrative 
Aufgaben; einige wenige gehen aber weit dartiber hinaus und sind mit Literaturangaben versehen. 
Unter diesen sei besonders hervorgehoben eine sehr interessante lineare Vektorungleichung, die 
der Verfasser selbst gefunden hat. Besonders kennzeichnend fiir den Stil des Verfassers ist es, 
da8 er Riickverweisungen vollkommen zu vermeiden vermag, was das Lesen sehr erleichtert. 

Die groBen Vorziige dieses Buches lassen es wahrscheinlich erscheinen, da sehr bald eine 
Neuauflage nétig sein wird. In dieser Hinsicht glaubt aber der Unterzeichnete eine Anregung 
nicht unterdriicken zu sollen. Im Vorwort wird in sehr richtiger Weise darauf hingewiesen, daB 
die Funktionentheorie auch fiir den Physiker und Techniker von gro®er Bedeutung ist. Im iibrigen 
_ Text kommt dies aber nicht direkt zum Ausdruck, obwohl auch fiir den angewandten Mathe- 
matiker das Studium dieser an und fir sich vorziiglichen Einfithrung sehr wertvoll ist; aber die 
Briicke zu den Anwendungen fehlt. Diesem Umstand kénnte aber leicht abgeholfen werden: 
Insbesondere miiBte der Begriff des komplexen Stroémungspotentials kurz beriihrt werden und 
einige Ubungsaufgaben hinzugefiigt werden. Wiinschenswert waren auch einige Aufgaben iiber 
das logarithmische Potential und einige Aufgaben tiber die Integraldarstellung von sprunghaft 
unstetigen Funktionen. Ich glaube, da®B diese Anregung insbesondere auch yom Standpunkt 
der Ausbildung der Lehramtskandidaten beachtet werden sollte, bei denen es ganz besonders 
wichtig ist, da®B ihr Blickfeld erweitert wird. . 

P. Funk, Wien. 


Die Ubersetzungen der Zusammenfassungen wurden vom Dokumentations-Zentrum der Technik, Wien, durchgefiihrt. 
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Soeben erschien: 


Handbuch des Wasserbaues 


Von 


Dipl.-Ing. Dr. techn. Dr.-Ing. h. c. Armin Schoklitsch 
Professor der Universidad Nacional de Tucumén, Argentinien 
In zwei Banden 
Zweite, neubearbeitete Auflage | 


Erster Band . 
Mit Textabbildung 1 bis 722 und Zahlentafel 1 bis 87. X, 475 Seiten. 1950 
Geb. 8 192.—, sfr. 58.50, $ 13.50, DM 56.— 


Das bekannte Standardwerk tiber Wasserbau, das erstmalig 1930 erschien und seither in englischer und spanischer Sprache 
herauskam, liegt nunmehr in der zweiten, neubearbeiteten deutschen Auflage vor. Die gute Aufnahme des Buches in allen 
Fachkreisen hat den Verfasser bewogen, die Hinteilung der ersten Auflage beizubehalten und den Stoff nur dem Fortschritt 
entsprechend umzuarbeiten und zu erginzen, Das Werk behandelt in zwei Banden alle Fragen des Wasserbaues so ausfiihrlich, 

daB es mit Recht als das Handbuch des Wasserbaues angesehen werden kann. — : 


Soeben erschien: 


GrundriB der FluBmorphologie und des FluBbaues 


Prof. Dr. Friedrich Schaffernak 


Graz 


Mit 129 Textabbildungen. VII, 115 Seiten. 1950 
8S 48.—, sfr. 15.—, § 3.50, DM 14.70 


Soeben erschien: ' a 
Einfiihrung in die Baustatik 
Von 
Dipl.-Ing. Dr. techn. Ernst Melan 
0. Professor an der Technischen Hochschule in Wien, wirkl. Mitglied der Osterreichischen Akademie der Wissenschaften 
_ Mit 242 Textabbildungen. X, 328 Seiten. 1950 — 2 
S 87.—, sfr. 29.—, $ 6.80, DM 28.50; geb. S 96.—, sfr. 32.50, $ 7.50, DM 31.50 


Soeben erschien: 


Bau und Betrieb chemischer Fabriken 


Erfahrungen und Erinnerungen 
WS Von 
Dr. Otto Auspitzer 
Wien 
Mit 8 Textabbildungen. V, 90 Seiten. 1950 
S 28.—, sfr. 8.70, $ 2.—, DM 8.40 


Soeben erschien: 


Uber Diisen, Wasserstrahlpumpen und Heber 


Von 


Dipl.-Ing. Anton Steinwender 
Betriebsvorstand der Wiener Wasserwerke _ 


Mit 33 Textabbildungen. III, 47 Seiten. 1950 
(Schriftenreihe des Osterreichischen Wasserwirtschaftsverbandes, Heft 18) 
S 12.—, sfr. 3.60, $ —.85, DM 3.50 
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